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第 1章 测度论

1.1 预备理论

定义 1.1 (开集与闭集)

♣
称 O ⊂ Rd 为开集，若对任意 x ∈ O，存在 r > 0使得 Br(x) ⊂ O.称 E ⊂ Rd 为闭集，若 Ec 为开集.

定义 1.2 (紧致集)

♣Rd 中满足 H-B性质的集合为紧致集，特别的，在 Rd 中紧致与有界闭等价.

定义 1.3 (闭矩形)

♣

Rd 中的闭矩形定义为 R = [a1, b1]× · · · × [ad, bd]，其中 ai ⩽ bi.定义其体积

|R| =
d∏

i=1

(bi − ai). (1.1)

特别的，若 bi − ai = l，则称 R为立方体.

引理 1.1

♥

若矩形 R ⊂ Rd 能写成 Rd 中有限个矩形 R1, · · · , Rn 的无交并，则

|R| =
n∑

k=1

|Rk|. (1.2)

证明 考虑由 R1, · · · , Rj 生成的如下网格，设分割后的矩形为 R̃1, · · · , R̃m，以及无交指标集 J1, · · · , Jn 满足

R =

m⋃
k=1

R̃k, Rk =
⋃
j∈Jk

R̃k (1.3)

图 1.1: 矩形网格

则求和可得

|R| =
m∑

k=1

|R̃k| =
n∑

k=1

∑
j∈Jk

|R̃j | =
n∑

k=1

|Rk|. (1.4)



1.1 预备理论

引理 1.2

♥

若矩形 R ⊂ Rd 能写成 Rd 中有限个矩形 R1, · · · , Rn 的并，则

|R| ⩽
n∑

k=1

|Rk|. (1.5)

定理 1.1

♥任意 R中开集 O都能唯一写成可数开区间的并.

证明 设 x ∈ O，则存在 O中开区间包含 x，设 Ix = (ax, bx)为这样最大的开区间，即

ax = inf a < x : (a, x) ⊂ O, bx = supx < b : (x, b) ⊂ O, (1.6)

容易验证这样的开区间确实是最大的（对于 O中开区间 I 包含 x，都有 I ⊂ Ix，否则与 ax, bx 定义矛盾），
进一步也容易验证对于任意 x, y ∈ O，必有 Ix = Iy 或 Ix ∩ Iy = ∅，即定义出了等价类.由于所有有理数是可数
的，因此可以在每个等价类中取一个有理数，即这样的分解为可数的.
若O可以分别分解为一系列 Ii, I

′
j 的并，设 Ii∩ I ′j 6= ∅，若 Ii 6= I ′j，则同样会导出 ax, bx定义的矛盾，得证.

注
1. 上面的等价类实际上用到了 R的拓扑性质，每个等价类对应一个连通分支.
2. 对于闭集，不能分解为可数无交闭集的并，否则考虑集合

F =

∞⋃
i=1

(ri −
1

2i
, ri +

1

2i
) ⊃ Q, (1.7)

若F c能作分解，则其中每个闭集均为单点集（因为F c∩Q = ∅），利用后面外测度理论可知，0 < m∗(F ) <∞，
m∗(F

c) = ∞，但可数单点集外测度为 0，矛盾.

定理 1.2

♥任何开集 O ⊂ Rd 都能写成可数闭立方体（几乎不相交，即内部不相交）的并.

证明 如下图所示，依次用 2−n为边长的立方体铺满开集即可，需要注意一点：可数个可数并仍然可数（这实际
上是 N2，仿照 Q+ 排列可证）.

图 1.2: 铺满开集

¶Cantor集

Cantor集是实分析中的一个重要概念，也常作为反例出现，其构造方法是将 [0, 1]不断三分取其二，如下图
所示.

其中

C0 = [0, 1] (1.8)
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1.2 外测度

图 1.3: Cantor集

C1 = [0, 1/3] ∪ [2/3, 1] (1.9)

C2 = [0, 1/9] ∪ [2/9, 1/3] ∪ [2/3, 7/9] ∪ [8/9, 1] (1.10)

· · · (1.11)

定义 1.4 (Cantor集)

♣
设 C0, C1, · · · 如上，则定义 Cantor集 C =

⋂∞
k=1 Ck.

显然有 0, 1 ∈ C，因此 Cantor集非空，事实上，上面的每个分点都在 C 中.下面讨论 Cantor集的诸多性质.

命题 1.1

♠Cantor集为 Lebesgue零测集.

证明 可以看出，每个 Ck 都是 2k 个长度为 1/3k 的无交并，因此计算其长度可得

m∗(C) ⩽ m∗(Ck) =

(
2

3

)k

(1.12)

令 k → ∞可得m∗(C) = 0.

命题 1.2

♠Cantor集为有界闭集.

证明 有界性显然，而闭集的任意交还是闭集，得证.

命题 1.3

♠Cantor集是完全集，即任何点都是极限点（C = C′，或者说无孤立点）.

证明 设 x ∈ C，则对任意 ε，必定存在某一步区间的分点，与 x距离小于 ε，得证.

命题 1.4

♠Cantor集为不可数集.

证明 见附录中进一步讨论.
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1.2 外测度

1.2 外测度

定义 1.5 (外测度)

♣

设 E ⊂ Rd，则定义 E 的外测度为

m∗(E) = inf


∞∑
j=1

|Qj | : E ⊂
∞⋃
j=1

Qj

 . (1.13)

其中 Qj 为闭立方体.

外测度实际上就是所有覆盖 E的立方体面积的下确界.容易看出，外测度满足 0 ⩽ m∗ ⩽ ∞，并且任何集合
都有外测度，这是为后面讨论 Lebesgue测度的准备.

¶一些例子

例 1.1 Rd 中至多可数集的外测度为 0.
设 E = {x1, · · · , xn, · · · } ⊂ Rd 可数，则对任意 ε > 0，令 Qj 为以 xj 为中心，ε/2j 为体积的闭立方体，则

m∗(E) ⩽
∞∑
j=1

|Qj | =
∞∑
j=1

ε

2j
= ε, (1.14)

由 ε任意性可得m∗(E) = 0.
例 1.2闭立方体 R ⊂ Rd 的外侧度等于其体积.
由于R ⊂ R，因此m∗(R) ⩽ |R|，对任意 ε > 0，任意覆盖R的可数闭立方体组 {Qj}，取开立方体 Sj ⊃ Qj，

使得 |Sj | ⩽ (1 + ε)|Qj |，则根据 H-B定理，这些 Sj 中有限个立方体覆盖 R，因此

|R| ⩽
N∑
j=1

|Sj | ⩽
∞∑
j=1

(1 + ε)|Qj | (1.15)

根据 ε的任意性可知 |R| ⩽
∑∞

j=1 |Qj |，取下确界可得 |R| ⩽ m∗(R)，故m∗(R) = |R|.
例 1.3开立方体 R ⊂ Rd 的外侧度等于其体积.
显然有m∗(R) ⩽ |R| = |R|，对任意 0 < ε < 1，取闭立方体 S ⊂ R使得 |S| = (1− ε)|R|，则任意 R的覆盖

都覆盖 S，因此

(1− ε)|R| = |S| = m∗(S) ⩽ m∗(R) (1.16)

由 ε的任意性可得 |R| ⩽ m∗(R).
例 1.4矩形 R ⊂ Rd 的外侧度等于其体积.
仿照由闭立方体外测度的证明（扩张 +H-B），可得 |R| ⩽ m∗(R)，反过来，对任意边长为 1/k的立方体覆盖

Qj，设 Q,Q′ 分别表示包含在 R内、与 ∂R有交的矩形集合，则∑
Qj∈Q

|Qj | ⩽ |R|,
∑

Qj∈Q′

|Qj | = k−dO(kd−1) = O(k−1) (1.17)

后者成立是因为 R表面为 d− 1维，因此
∞∑
j=1

|Qj | ⩽ |R|+O(1/k). (1.18)

由 k的任意性可得m∗(R) ⩽ |R|，得证.
例 1.5 Rd 的外测度为∞.

¶外测度的性质

根据外测度的定义，可以给出如下引理，这将为后面的一些证明提供便利.
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1.2 外测度

引理 1.3

♥

设 E ⊂ Rd，则对任意 ε > 0，存在覆盖 E ⊂
⋃∞

i=1Qi 使得
∞∑
i=1

m∗(Qj) ⩽ m∗(E) + ε. (1.19)

命题 1.5 (单调性)

♠
设 E1 ⊂ E2，则m∗(E1) ⩽ m∗(E2).

证明 E2 的任何覆盖都是 E1 的覆盖.

命题 1.6 (可数次可加性)

♠
若 E =

⋃∞
i=1Ei，则m∗(E) ⩽

∑∞
i=1m∗(Ei).

证明 不妨设m∗(Ej) <∞，取覆盖 Ej ⊂
⋃∞

k=1Qk,j 使得
∞∑
k=1

|Qk,j | ⩽ m∗(Ej) +
ε

2j
, (1.20)

则所有的 Qk,j 构成了 E 的一个覆盖，因此

m∗(E) ⩽
∑
k,j

|Qk,j | =
∞∑
j=1

∞∑
k=1

|Qk,j | ⩽
∞∑
j=1

m∗(Ej) + ε (1.21)

根据 ε的任意性得证.
下面的命题表明，外测度可以用任意更大的开集进行逼近.

定理 1.3

♥
设 E ⊂ Rd，则m∗(E) = inf{m∗(O) : E ⊂ O}，其中 O为开集.

证明 显然有m∗(E) ⩽ inf{m∗(O) : E ⊂ O}（单调性）.对任意 ε > 0，取 E ⊂
⋃∞

i=1Qi，并且
∞∑
i=1

|Qi| ⩽ m∗(E) +
ε

2
, (1.22)

再取开立方体 Q0
j ⊃ Qj，并且 |Q0

j | ⩽ |Qj |+ ε/2j+1，则开集 O =
⋃∞

j=1Q
0
j 覆盖 E，并且

inf{m∗(O) : E ⊂ O} ⩽ m∗(O) ⩽
∞∑
j=1

|Q0
j | ⩽

∞∑
j=1

|Qj |+
ε

2
⩽ m∗(E) + ε, (1.23)

根据 ε任意性得证.

命题 1.7

♠
设 E = E1 t E2，d(E1, E2) > 0，则m∗(E) = m∗(E1) +m∗(E2).

证明 显然m∗(E) ⩽ m∗(E1) +m∗(E2).设 d(E1, E2) > δ > 0，则取边长小于 δ的立方体覆盖 E ⊂
⋃∞

j=1Qj，且
∞∑
j=1

|Qj | ⩽ m∗(E) + ε (1.24)

则存在无交指标集 J1 ∪ J2 = N，使得

E1 ⊂
⋃
j∈J1

Qj , E2 ⊂
⋃
j∈J2

Qj (1.25)

因此

m∗(E1) +m∗(E2) ⩽
∞∑
j=1

|Qj | ⩽ m∗(E) + ε (1.26)
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1.3 可测集与 Lebesgue测度

由 ε任意性得证.

命题 1.8

♠
设 E =

⋃∞
j=1Qj，其中 Qj 为几乎不相交的立方体（内部不相交），则m∗(E) =

∑∞
j=1m∗(Qj).

证明 显然m∗(E) ⩽
∑∞

j=1m∗(Qj)；对任意 ε > 0，设 Q̃j 严格包含在 Qj 中，且满足 |Qj | ⩽ |Q̃j |+ ε/2j，则对
任意 N，Q̃1, · · · Q̃N 两两无交，因此

N∑
k=1

|Qk| ⩽
N∑

k=1

m∗(Q̃k) + ε = m∗

(
N⋃

k=1

Q̃k

)
+ ε ⩽ m∗(E) + ε. (1.27)

令 N → ∞，根据 ε任意性得证.
上面的结果说明，若集合可以划分为几乎不相交的立方体的可数并，则其外测度就是这些立方体外测度之

和.但根据上一节中的结论，任何开集都可以做这种分割，因此这与我们的直觉相符.此外，该性质也说明了外
测度与这种立方体分割的选取无关.

需要注意，外测度并不能得到“若 E1 ∩E2 = ∅，则m∗(E1 ∪E2) = m∗(E1) = m∗(E2)”，这是 Lebesgue测
度的良好性质之一.

1.3 可测集与 Lebesgue测度
可测性实际上是挑选出了一些具有良好性质的集合（比如可数可加性），可测性也有许多等价的定义.

定义 1.6 (Lebesgue测度)

♣

设 E ⊂ Rd，若对任意 ε > 0，存在开集 O ⊃ E，使得

m∗(O − E) ⩽ ε, (1.28)

则称 E 是 Lebesgue可测的，此时定义 E 的 Lebesgue测度m(E) = m∗(E).

注显然地，Lebesgue测度满足外测度的一切性质.
下面考虑 Lebesgue测度的一些简单性质.

命题 1.9

♠任何 Rd 中的开集都是可测集.

证明 取 O = E 得证.

命题 1.10

♠
若m∗(E) = 0，则 E 以及其子集 F 均可测.

证明 由于 0 = m∗(E) = infm∗(O)，O ⊃ E，因此对任意 ε > 0，存在开集 O 使得 m∗(O − E) ⩽ m∗(O) ⩽ ε，
得证.对于 F ⊂ E 同理.

命题 1.11

♠可测集的可数并仍然可测.

证明 设E =
⋃∞

j=1Ej，其中Ej 可测，则对任意 ε > 0，存在开集Oj 使得m∗(Oj−Ej) ⩽ ε/2j，令O =
⋃∞

j=1Oj，
则 (O − E) ⊂

⋃∞
j=1(Oj − Ej),m∗(O − E) ⩽ ε，得证.

命题 1.12

♠任何 Rd 中的闭集都是可测集.
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1.3 可测集与 Lebesgue测度

证明 考虑闭球 Bk = B(0, k)，则任何闭集 F 可以表示为可数紧集的并

F =

∞⋃
k=1

F ∩Bk, (1.29)

因此只需要证明紧集可测.设 F 为紧集，对任意 ε > 0，存在开集 O ⊃ F 使得 m∗(O) ⩽ m∗(F ) + ε，由于
F 闭，O − F 开，根据定理1.2可知 O − F =

⋃∞
j=1Qj，其中 Qj 为几乎不相交的闭立方体，因此对固定的 N，

KN =
⋃N

j=1Qj ⊂ O − F 为紧集，从而 d(KN , F ) > 0，K ∪ F ⊂ O，因此

m∗(O) ⩾ m∗(KN ∪ F ) = m∗(F ) +m∗(KN ) = m∗(F ) +

N∑
j=1

m∗(Qj), (1.30)

N∑
j=1

m∗(Qj) ⩽ m∗(O)−m∗(F ) ⩽ ε, (1.31)

令 N → ∞即得m∗(O − F ) ⩽ ε，故 F 可测.
注上面之所以先将问题化归到紧集的形式，是为了保证其有界性.
上面的证明中略去了一个易证的引理

引理 1.4

♥
设 F,K 分别为闭集与紧集，且二者无交，则 d(F,K) > 0.

命题 1.13

♠可测集的补集也是可测的.

证明 设 E 可测，则对任意 n ∈ N存在开集 On ⊃ E 使得m∗(On − E) ⩽ 1/n，设 S = (
⋂∞

n=1On)
c =

⋃∞
n=1O

c
n，

则 S ⊂ Ec，显然 S 可测（闭集的可数并），下证 Ec − S 可测以说明 Ec = S ∪ (Ec − S)可测，由于

(Ec − S) = (Sc − E) ⊂ (On − E), (1.32)

因此对任意 n都有m∗(E
c − S) ⩽ 1/n，故m∗(E

c − S) = 0，Ec − S 零测（可测），得证.
由上述性质以及 De Morgan律，很容易得到另一个性质

命题 1.14

♠可测集的可数交也是可测的.

¶Lebesgue测度的更多性质

Lebesgue测度一个非常良好的性质就是可数可加性，即如下定理.

定理 1.4 (可数可加性)

♥

设 E1, E2, · · · 为无交可测集，E =
⋃∞

j=1Ej，则

m(E) =

∞∑
j=1

m(Ej). (1.33)

证明 Step 1.假设每个 Ej 都有界.由 Ec
j 可测的证明过程可知对任意 j，存在闭集 Fj ⊂ Ej 使得m∗(Ej − Fj) ⩽

ε/2j .对任意 N，F1, · · · , FN 为无交紧集且均在 E 中，因此
N∑
j=1

m(Ej) ⩽
N∑
j=1

m(Fj) +

N∑
j=1

m(Ej − Fj) = m

 N⋃
j=1

Fj

+

N∑
j=1

m(Ej − Fj) ⩽ m(E) + ε, (1.34)
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1.3 可测集与 Lebesgue测度

令 N → ∞，再由 ε的任意性可知

m(E) ⩾
∞∑
j=1

m(Ej). (1.35)

另一边根据外测度的可数次可加性易得.
Step 2.考虑一般情形.取一列单调递增至无穷的立方体 {Qk : k ∈ N}，且令 S1 = Q1, Sk = Qk −Qk−1，则

Sk 都有界无交.定义可测集 Ej,k = Ej ∩ Sk，则 E =
⋃

j,k Ej,k，其中 Ej,k 有界且无交，并且 Ej =
⋃∞

k=1Ej,k 也
为无交并，因此

m(E) =
∑
j,k

m(Ej,k) =
∑
j

∑
k

m(Ej,k) =
∑
j

m(Ej). (1.36)

得证.
下面考虑一种特殊集合的极限.

定义 1.7 (单调集合的极限)

♣

设集族 {Ek : k ∈ N}满足 Ek ⊂ Ek+1，则定义 E =
⋃∞

k=1Ek, Ek ↗ E.
设集族 {Ek : k ∈ N}满足 Ek ⊃ Ek+1，则定义 E =

⋂∞
k=1Ek, Ek ↘ E.

推论 1.1

♥

设集族 {Ek : k ∈ N} ⊂ Rd，则
1. 若 Ek ↗ E，则m(E) = lim

n→∞
m(En).

2. 若 Ek ↘ E 且m(Ek) <∞，则m(E) = lim
n→∞

m(En).

注考虑反例：若 Ek = Bk(0)
c，则 Ek ↘ ∅，但是m(Ek) = ∞.

证明
1. 约定 E0 = ∅，则

m(E) = m

( ∞⋃
k=1

Ek

)
= m

( ∞⋃
k=1

(Ek − Ek−1)

)
=

∞∑
k=1

m(Ek − Ek−1) (1.37)

=

∞∑
k=1

[m(Ek)−m(Ek−1)] = lim
k→∞

m(Ek). (1.38)

2. 由于 E1 = E ∪
⋃∞

k=1(Ek − Ek+1)，因此

m(E1) = m(E) +

∞∑
k=1

[m(Ek)−m(Ek+1)] = m(E) +m(E1)− lim
k→∞

m(Ek), (1.39)

得证.
在前文的证明中，用到了许多开集、闭集逼近某个可测集，如下定理则总结了此类性质.

定理 1.5

♥

设 E ⊂ Rd 可测，则对任意 ε > 0：
1. 存在开集 O ⊃ E 使得m(O − E) ⩽ ε.
2. 存在闭集 F ⊂ E 使得m(E − F ) ⩽ ε.
3. 若m(E) <∞，则存在紧集K ⊂ E 使得m(E −K) ⩽ ε.
4. 若m(E) <∞，则存在闭矩形的有限交 F =

⋃N
j=1Qj 使得m(E4F ) ⩽ ε，其中 E4F = (E − F ) ∪

(F − E)称对称差.

证明
1. 可测的定义.
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1.3 可测集与 Lebesgue测度

2. 由于 Ec 可测，因此存在开集 O ⊃ Ec 使得m(O − Ec) ⩽ ε，若取闭集 F = Oc ⊂ E 则

E − F = E −Oc = O − Ec, m(E − F ) = m(O − Ec) ⩽ ε. (1.40)

3. 取闭集 F ⊂ E 使得 m(E − F ) ⩽ ε/2，令 Bn = B(0, n),Kn = F ∩ Bn，则 (E −Kn) ↘ (E − F )，根据
m(E) <∞可得当 n充分大时有m(E −Kn) ⩽ ε.

4. 取一族闭立方体 {Qj : j ∈ N}使得

E ⊂
∞⋃
j=1

Qj ,

∞∑
j=1

|Qj | ⩽ m(E) + ε/2, (1.41)

由于m(E) <∞，因此存在 N > 0使得
∑∞

j=N+1 |Qj | < ε/2，设 F =
⋃N

j=1Qj 则

m(E4F ) = m(E − F ) +m(F − E) (1.42)

⩽ m

 ∞⋃
j=N+1

Qj

+m

 ∞⋃
j=1

Qj − E

 (1.43)

⩽
∞∑

j=N+1

|Qj |+
∞∑
j=1

|Qj | −m(E) (1.44)

⩽ ε. (1.45)

除此之外，可测集还有一些几何上的性质，比如

m(E + h) = m(E), m(δE) = δdm(E), (1.46)

其中

E + h := {x ∈ E : x+ h}, δE := {x ∈ E : δx}. (1.47)

最后以定理的形式给出一个可测的等价定义.

定理 1.6 (Caratheodory)

♥

集合 E ⊂ Rd 可测当且仅当对任意 A ⊂ Rd 有

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A− E), (1.48)

上式称为 Caratheodory条件.

证明 若 E 满足 Caratheodory条件，则取开集 A = O ⊃ E 可得

m∗(O − E) = m∗(O)−m∗(E), (1.49)

由于m∗(E) = inf{m∗(O) : E ⊂ O}，因此对任意 ε > 0，存在 O ⊃ E 使得

m∗(O − E) = m∗(O)−m∗(E) ⩽ ε, (1.50)

故 E 可测.
再假设 E 可测，即对任意 ε > 0，存在开集 O ⊃ E 使得m∗(O − E) ⩽ ε，对于任意 A ⊂ Rd，只需证明

m∗(A) ⩾ m∗(A ∩ E) +m∗(A− E), (1.51)

注意到 Caratheodory条件对 A可测的情形显然成立，因此考虑开集 O ⊃ A，则有

m∗(O) = m∗(O ∩ E) +m∗(O − E) (1.52)

⩾ m∗(A ∩ E) +m∗(A− E), (1.53)

对左边取下确界得证.
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1.3 可测集与 Lebesgue测度

1.3.1 σ-代数与 Borel集

定义 1.8 (σ-代数)

♣
设集族 A ⊂ P(Rd)包含 ∅，且对补集、可数交封闭，则称 A 为一个 σ-代数.

Rd 中最小的 σ-代数为 {∅,Rd}，最大的 σ-代数为 P(Rd).而 Rd 中所有可测集也构成了一个 σ-代数.另一种
重要的 σ-代数被称为 Borel σ-代数：

定义 1.9 (Borel集)

♣
定义B(Rd)为 Rd 中所有开集生成的 σ-代数，则称其中元素为 Borel集.

由于所有开集都可测，因此 B(Rd)包含在所有可测集构成的 σ-代数中，反之不然，可以找到一个可测集，不
是 Borel集.

通过将 Borel集“完备化”，即添加 {E ⊂ B(Rd) : m(E) = 0}，可以得到 Lebesgue集.

定义 1.10 (Lebesgue集)

♣
称 B(Rd) ∪ {E ⊂ B(Rd) : m(E) = 0}为 Lebesgue集，即 Borel集的完备化.

定义 1.11 (Gδ 集与 Fσ 集)

♣称开集的可数交为 Gδ 集，闭集的可数并为 Fσ 集.

例 1.6 Q为 Fσ集，因此Qc为Gδ集；同时，Q不是一个Gδ集，若不然，则Qc =
⋃∞

k=1Ak为 Fδ集，并且其中每个
集合都没有内点（否则根据有理数的稠密性可知某个集合必有有理数），根据 Baire纲定理可知R = Q∪

⋃∞
k=1Ak

也无内点，矛盾.
上面的例子也可以说明：不存在只在有理点连续的函数.

例 1.7设 f : Rd → R，设 E 为 f 连续点的集合，则 E 为 Gδ 集.
定义

Un = {x ∈ Rd : ∃δ > 0, sup
y,z∈Bδ(x)

|f(y)− f(z)| < 1/n}, (1.54)

则 Un 为开集（对任意 x ∈ Un，取比 δ更小的球，则球中点均在 Un 中），进一步有

E =

∞⋂
n=1

Un, (1.55)

即 E 为 Gδ 集.

推论 1.2

♥

集合 E ⊂ Rd 可测
1. 当且仅当 E 与一个 Gδ 集相差一个零测集.
2. 当且仅当 E 与一个 Fσ 集相差一个零测集.

证明 若E满足任意一个条件，则其显然可测；假设E可测，则对任意n ∈ N存在开集On ⊃ E，使得m(On−E) ⩽
1/n，则 S =

⋂∞
n=1On 为一个包含 E 的 Gδ 集，并且 (S − E) ⊂ (On − E)，因此对任意 n都有

m(S − E) ⩽ m(On − E) ⩽ 1/n, (1.56)

故m(S − E)零测.
另外，也存在闭集 Fn ⊂ E，使得m(E−Fn) ⩽ 1/n，因此 F =

⋃∞
n=1 Fn为包含在 E中的闭集且 (E−F ) ⊂

(E − Fn)，因此

m(E − F ) ⩽ m(E − Fn) ⩽ 1/n (1.57)
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1.3 可测集与 Lebesgue测度

关于 Borel集，还有一些性质.

引理 1.5

♥

设 χ为 Rd中的 σ-代数，函数 f : Rd → R，若对任意开集 U ⊂ R有 f−1(U) ∈ χ，则对任意 E ∈ B(R)有
f−1(E) ∈ χ.

证明 令

χ1 = {E ⊂ R : f−1(E) ∈ χ}, (1.58)

则 χ1 也是一个 σ-代数，并且包含 R中所有开集，因此B(R) ⊂ χ1，得证.
这一定程度上反映了 Borel集的表现可以由开集决定（毕竟根据定义，Borel集由开集生成），

推论 1.3

♥
若 f : Rd → R连续，χ = B(R)，则对任意 E ∈ B(R)有 f−1(E) ∈ B(Rd).

但是反过来，若函数 f 使得 Borel集的原像还是 Borel集，并不能保证 f 的连续性，比如考虑 Dirichlet函数
（或者某个示性函数）.

1.3.2 不可测集的例子

下面构造一个集合，并证明它不可测.
考虑 [0, 1]上的等价关系（不难验证）：x ∼ y当且仅当 x− y ∈ Q，则 [0, 1]被划分为等价类的无交并

[0, 1] =
⋃
α

Eα (1.59)

借助选择公理，从每个等价类中选出一个代表元 xα 构成集合N ，这就构造出了 Vitalie集.

定理 1.7

♥Vitalie集 N 是不可测的.

证明 假设 N 可测，设 {rk : k ∈ N}为 [−1, 1]上的所有有理数，则平移后的集合 Nk = N + rk 也可测，并且
m(N ) = m(Nk)，

[0, 1] ⊂
∞⋃
k=1

Nk ⊂ [−1, 2] (1.60)

断言Nk 两两无交，否则若 xα + rk = xβ + rl，则 xα ∼ xβ，与N 只包含每个等价类的一个元素矛盾.因此
由可数可加性得

1 ⩽
∞∑
k=1

m(Nk) ⩽ 3 ⇒ 1 ⩽
∞∑
k=1

m(N ) ⩽ 3 (1.61)

无论m(N )为何值都矛盾.

¶选择公理

构造 Vitalie集时用到了选择公理，它看似十分显然

公理 1.1 (选择公理)

♥
设 E 为集合，{Eα}为 E 的非空子集，则存在选择函数 f : α 7→ xα ∈ Eα.

注换句话说，选择公理保证了我们可以从一系列集合中选出一个代表元.
选择公理在许多数学证明中都有使用，比如证明良序原理.
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1.4 可测函数

定义 1.12 (全序集)

♣

集合 E 称为全序的，若其满足
1. 对任意 x有 x ⩽ x.
2. 对任意不同的 x, y ∈ E，有且仅有 x ⩽ y或 y ⩽ x中一者成立.
3. 若 x ⩽ y, y ⩽ z，则 x ⩽ z.

我们称 E 为良序的，若其中存在一个全序关系，且任何子集 A ⊂ E 中都有最小元，即存在 x0 ∈ A使得对
任意 x ∈ A都有 x0 ⩽ x.一个简单良序集的例子是 Z+，而 R+ 在通常意义的序关系下不是良序的，但根据良序
原理，其中也能找到新的序关系使之“良序化”.

定理 1.8 (良序原理)

♥任何集合可以被“良序化”.

显然良序原理蕴含选择公理：从任何子集中都可以选出那个最小元；但反之亦然.

定理 1.9

♥选择公理蕴含良序原理.

证明
在大多情况下，我们承认选择公理，进而承认良序原理.

1.4 可测函数
在可测集的基础上，进一步考虑积分理论的一大重点：可测函数.

1.4.1 可测函数及基本性质

本节考虑扩充实数系，即 R ∪ {±∞}，则任何函数 f : Rd → R都满足

−∞ ⩽ f(x) ⩽ ∞, (1.62)

不过大多情况下，f−1(∞)为零测集.称 f为有限值 (finite-valued)的，当且仅当对任意 x有−∞ < f(x) <∞.

定义 1.13 (可测函数)

♣

设 E ⊂ Rd 可测，f : E → R，若对任意 a ∈ R，集合

f−1([−∞, a)) = {x ∈ E : f(x) < a} (1.63)

也是可测集，则称 f 为可测函数.

注简便起见，{x ∈ E : f(x) < a}可简写为 {f < a}.
借助一些小技巧1，可以得到一些可测函数的等价定义2，若记 {f ⩽ a} = {x ∈ E : f(x) ⩽ a}，则

{f < a} =

∞⋃
k=1

{f ⩽ a− 1/k}, {f ⩾ a} = {f < a}c (1.64)

{f ⩽ a} =

∞⋂
k=1

{f < a+ 1/k}, {f > a} = {f ⩽ a}c, (1.65)

1这里的小技巧非常重要，在实分析中具体刻画满足某些性质的集合时常用，其归根为两条：右开边可由右闭内逼近，右闭边可由右开外逼近
（左侧同理）
2这里有些小问题，忽略了取无穷值的集合，但是当 f 几乎处处有限时是正确的.
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1.4 可测函数

也就是说 {f < a}, {f ⩽ a}, {f > a}, {f ⩾ a}四个集合的可测性是等价的，进一步，对

{a < f < b} = {f < b} − {f ⩾ a} (1.66)

等四个集合也有同样结论.事实上，可测函数还可作如下更一般的定义：

命题 1.15

♠
f : Rd → R为可测函数，当且仅当对任意开集 E ⊂ R，f−1(E)可测.

证明 只需证明若 f 可测，则 f−1(E)可测，根据 R中开集的结构定理，E =
⋃∞

i=1(ai, bi)，因此

f−1(E) =

∞⋃
i=1

f−1((ai, bi)), (1.67)

根据可测函数的等价刻画，得证.
借助 R的一些拓扑性质，可以得到如下命题.

命题 1.16

♠

有限值函数 f 可测，当且仅当任意开集 O 的原像 f−1(O)可测，也当且仅当任意闭集 F 的原像 f−1(F )

可测.

推论 1.4

♥若 f 为 Rd 中的连续函数，则 f 可测且有限值，并且若 Φ也连续，则 Φ ◦ f 也可测.

证明 注意到对于连续函数，开集/闭集的原像仍为开集/闭集.

命题 1.17

♠

设 {fn : n ∈ N}为一列可测函数，则

sup
n
fn(x), inf

n
fn(x), lim sup

n→∞
fn(x), lim inf

n→∞
fn(x) (1.68)

都是可测的.

证明 只需注意到

{sup
n
fn > a} =

∞⋃
n=1

{fn > a}, {inf
n
fn > a} =

∞⋂
n=1

{fn > a}, (1.69)

以及

lim sup
n→∞

fn(x) = inf
k
{sup
n⩾k

fn}, lim inf
n→∞

fn(x) = sup
k
{ inf
n⩾k

fn}, (1.70)

即得.

推论 1.5

♥
设 {fn : n ∈ N}为一列可测函数且 lim

n→∞
fn(x) = f(x)，则 f 也是可测的.

证明 只需注意到极限存在当且仅当上极限等于下极限即得.

命题 1.18

♠

设 f, g为可测函数，则
1. 对任意 k ∈ N，fk 都可测.
2. 若 f, g都是有限值的，则 f + g, fg都可测.

证明
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1. 注意到

{fk > a} =

{f > a1/k}, 2 ∤ k

{f > a1/k}, a ⩾ 0, 2|k
(1.71)

或者将 fk 看作连续函数 Φ(x) = xk 与 f 的复合也可证（其实这种思路更好些）.
2. 断言：

{f + g > a} =
⋃
r∈Q

{f > a− r} ∩ {g > r}, (1.72)

左边包含右边是显然的，假设 x ∈ {f + g > a}，由于 g 取有限值，因此必然存在 r ∈ Q使得 g(x) > r且
|g(x)− r|非常小，使得同时有 f(x) + r > a，即 f(x) > a− r，故右边包含左边.
另一方面有

fg =
1

4
[(f + g)2 − (f − g)2], (1.73)

即得 fg可测.

定义 1.14 (几乎处处相等)

♣
称 f, g在 E 上几乎处处相等，若集合 {x ∈ E : f(x) 6= g(x)}为零测集，简记为 f = g, a.e.

注上述定义赋予了“几乎处处”的严谨定义，这一短语可以推广：称某一陈述“几乎处处”正确，若其仅在某
个零测集上不成立.
不难验证，几乎处处相等是一个等价关系（并且这种等价性在函数的加法于乘法下是良定的），这种等价关

系可以传递一些性质，不难验证：

命题 1.19

♠
若 f 可测，g = f, a.e.，则 g也可测；若 {fn : n ∈ N}可测， lim

n→∞
fn(x) = f(x), a.e.，则 f 也可测.

1.4.2 由阶梯函数与简单函数逼近

本节进一步讨论可测函数的性质，一个重要的结果是它能被一列较好的函数逼近.

定义 1.15 (示性函数)

♣

对于集合 E ⊂ Rd，定义示性函数

χE(x) =

1, x ∈ E

0, x /∈ E
(1.74)

借助示性函数，可以描述 R中考虑过的“阶梯函数”，并将其推广到 Rd.

定义 1.16 (阶梯函数)

♣

定义 Rd 中的阶梯函数为

f =

N∑
k=1

akχRk
, (1.75)

其中 Rk 为 Rd 中的矩形，ak ∈ R.

上面的定义可以推广，若设 E1, · · · , Ek 为可测集，则称函数

f =

N∑
k=1

akχEk
(1.76)

为“简单函数”(simple functino).
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定理 1.10

♥

设 f 为 Rd 上的非负可测函数，则存在递增的简单函数列 {φk}收敛到 f，即

φk(x) ⩽ φk+1(x), lim
k→∞

φk(x) = f(x). (1.77)

证明 设 QN 为以原点为中心，边长为 N 的立方体，则考虑截断函数

FN (x) = min{N, fχQN
} =


f(x), x ∈ QN , f(x) ⩽ N

N, x ∈ QN , f(x) > N

0, otherwise

(1.78)

易知 FN (x) → f(x)，再将 QN 作如下划分

Ek,M = {x ∈ QN : k/M < FN ⩽ (k + 1)/M}, 0 ⩽ k < MN (1.79)

由此可知 0 ⩽ FN (x)− (k/M)χEk,M
⩽ 1/M，因此若构造简单函数

FN,M (x) =

MN∑
k=0

k

M
χEk,M

(x), (1.80)

则对任意 x都有 0 ⩽ FN (x)−FN,M (x) ⩽ 1/M .再令 φN (x) = FN,2N，就有 0 ⩽ FN (x)−φN (x) ⩽ 1/N，因
此 φN 收敛到 f（递增是显然的）.

上述证明中的 Ek,M 实际上是分割了值域，这与 Lebesgue积分的想法类似.
上面的逼近对非负可测迈出了第一步，下面将此推广到一般可测函数中.

定理 1.11

♥

设 f 为 Rd 上的可测函数，则存在简单函数列 {φk}，使得

|φk(x)| ⩽ |φk+1(x)|, lim
k→∞

φk(x) = f(x). (1.81)

特别地，有 |φk(x)| ⩽ |f(x)|.

证明 作分解 f(x) = f+(x)− f−(x)，其中

f+(x) = max{f(x), 0}, f−(x) = max{−f(x), 0}, (1.82)

则 f+, f− 均为非负可测函数，因此存在非负简单函数 {φ+
k }, {φ

−
k } 分别递增收敛到 f+, f−，将其组合为

φk = φ+
k − φ−

k，则显然 φk 收敛到 f，并且 |φk| = φ+
k + φ−

k，因此 |φk(x)| ⩽ |φk+1(x)|，得证.
下面考虑进一步的结果，即利用性质更好的函数：阶梯函数进行逼近.证明分为两部分，首先证明简单函数

（或者说示性函数）可被阶梯函数逼近，再证明可测函数可以被阶梯函数逼近（需要用到 Egorov定理）.

定理 1.12

♥
设 f 为 Rd 上的可测函数，则存在一列阶梯函数 {ψk}几乎处处收敛到 f .

证明 首先证明定理对每个 f = χE（E 为可测集）成立.对任意 ε > 0，存在立方体 Q1, · · · , QN 使得

m(E4
N⋃
j=1

Qj) ⩽ 2ε, (1.83)

若将这些立方体扩展为网格，则存在几乎无交的闭矩形 R̃1, · · · R̃M 使得
⋃N

j=1Qj =
⋃M

j=1 R̃j，若取这些矩
形的内部 Rj ⊂ R̃j，则 m(E4

⋃M
j=1Rj) ⩽ 2ε，因此对任意 k ∈ N，存在阶梯函数 ψk 使得集合 Ek = {f 6= ψk}

满足m(Ek) ⩽ 2−k，若取

F =

∞⋂
k=1

Fk =

∞⋂
k=1

∞⋃
j=k+1

Ej = lim sup
j→∞

Ej , (1.84)
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1.4 可测函数

则m(F ) = 0（可以直接算，似乎也可以用 Borel-Cantelli引理），也就是说在零测集 F 外均有 ψk → f，即
几乎处处收敛.

对于一般的可测函数 f，存在简单函数列 {ψk}逐点收敛到 f，对于每个 ψk，存在阶梯函数 φk,i几乎处处收
敛到 ψk.由于m(suppψk) <∞,，根据 Egorov定理，存在可测集 Ek ⊂ suppψk 满足m(Ek) ⩽ 2−k，且在 Ec

k 中
φk,i ⇒ ψk，因此存在 ik，使得在 Ec

k 中一致成立

|φk,ik − ψk| <
1

k
, (1.85)

考虑

E = lim sup
k→∞

Ek = lim
k→∞

∞⋃
j=k

Ej , (1.86)

则m(E) = 0，并且在 Ec 中有 φk,ik → f，重新记 φk,ik 为 φk，则 φk 几乎处处收敛到 f .

1.4.3 Littlewood三原理

前面讨论的可测集与可测函数带来了一些新的理论，这些新理论与过去我们熟悉的对象之间存在一些值得
讨论的联系，Littlewood曾给出如下三条原理

1. 每个可测集都近乎区间的有限并.
2. 每个可测函数都近乎连续.
3. 每个收敛可测函数列都近乎一致收敛.
其中使用了“近乎”这样模糊的短语，需要对此进行更严格地表述.注意到其中第一条实际上就是定理1.5的

4，而其余二者分别由下面两定理给出.
首先考虑一个引理，这是几乎处处收敛的等价定义，或者说更细致的刻画.

引理 1.6

♥

设 fn, f 为可测函数，E 为可测集，定义

En(ε) = {x ∈ E : |fn(x)− f(x)| ⩾ ε}, (1.87)

则 fn 在 E 上几乎处处收敛到 f 当且仅当对任意 ε > 0，

m(lim sup
n→∞

En(ε)) = 0. (1.88)

证明 定义

N = {x ∈ E : fn(x) 6→ f(x)}, (1.89)

则 fn → f, a.e.当且仅当m(N) = 0，断言

N =

∞⋃
k=1

lim sup
n→∞

En(1/k). (1.90)

对任意 x ∈ N，存在 ε0 > 0，子列 {ni}使得 x ∈ Eni
(ε0)，也即 x ∈ lim sup

n→∞
En(ε0)，因此 N 包含于右边.

反过来，若 x ∈ lim sup
n→∞

En(1/k)，则存在子列 {ni}使得 x ∈ Eni
(1/k)，即

|fni(x)− f(x)| ⩾ 1/k, (1.91)

因此在 x处 fn 6→ f，即 x ∈ N，可知 N 包含右边，得证.

定理 1.13 (Egorov)

♥

设 {fk} 为可测集 m(E) < ∞ 上的一列可测函数，且在 E 中 fk → f, a.e.，则对任意 ε > 0，存在闭集
Aε ⊂ E 使得m(E −Aε) ⩽ ε且在 Aε 中 fk ⇒ f .
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1.4 可测函数

证明 [课上的证法]根据条件可知对任意 ε > 0有

m(lim sup
n→∞

En(ε)) = 0 ⇐⇒ lim
i→∞

m

( ∞⋃
n=i

En(ε)

)
= 0, (1.92)

考虑该集合的补集，可得

x ∈
∞⋂
n=i

(En(ε))
c ⇐⇒ ∀n ⩾ i : |fn(x)− f(x)| < ε, (1.93)

对任意 ε0 > 0，k ⩾ 1，取 ik 使得

m(Fk) := m

( ∞⋃
n=ik

En(1/k)

)
⩽ ε0/2

k+1, (1.94)

则对任意 x ∈ F c
k , n ⩾ ik 有 |fn(x)− f(x)| < 1/k，定义

F =

∞⋃
k=1

Fk, m(F ) ⩽ ε0/2, (1.95)

则对任意 k ⩾ 1，取上面的 ik 可使得对任意 n ⩾ ik, x ∈ F c ⊂ F c
k 有

|fn(x)− f(x)| < 1/k, (1.96)

因此 fn 在 F c 中一致收敛到 f，再取 F 中的一个测度差小于 ε0/2的闭集 Fε0，即得证.
证明 [Stein中的证法]不妨设在 E 中有 fk → f（否则用符合条件的 E′ 替换 E），定义

En
k = {x ∈ E : |fj(x)− f(x)| < 1/n, ∀j > k} (1.97)

=

∞⋂
j=k+1

{x ∈ E : |fj(x)− f(x)| < 1/n}, (1.98)

则 En
k 关于 k单调递增收敛到 E，因此存在 kn ∈ N使得m(E − En

kn
) < 1/2n，并且对任意 j > kn 有

||fj − f ||En
kn
< 1/n, (1.99)

对任意 ε > 0，取 N 使得
∑∞

n=N 2−n < ε/2，再令 Ãε =
⋂

n⩾N En
kn
，则

m(E − Ãε) ⩽
∞∑

n=N

m(E − En
kn
) < ε/2, (1.100)

对于任意 δ > 0，取 n ⩾ N 且 1/n < δ，则对任意 j > kn 都有

||fj − f ||Ãε
⩽ ||fj − f ||En

kn
< 1/n < δ, (1.101)

故在 Ãε 中 fk ⇒ f，在 Ãε 中取闭集 Aε，使得m(Ãε −Aε) < ε/2，即得证.

定理 1.14 (Lusin)

♥

设 f 为定义在 E上的有限值可测函数，m(E) <∞，则对任意 ε > 0，存在闭集 Fε ⊂ E，m(E −Fε) ⩽ ε，
使得 f

∣∣
Fε
连续.

证明 [课上的证法]取阶梯函数列 fn → f, a.e.，根据 Egorov定理，对任意 ε > 0，存在闭集A ⊂ E，m(Ac) ⩽ ε/2，
并且在 A中 fn ⇒ f .再根据阶梯函数的性质，对每个 fn，存在零测集 En ⊂ E 使得 fn 在 Ec

n 连续，令

F =

∞⋃
n=1

En ⇒ m(F ) = 0, (1.102)

则 {fn|F c} 为连续函数列，其在 A ∩ F c 的一致极限 f |F c 在 A ∩ F c 中连续，最后取闭集 Fε ⊂ A ∩ F c 满足
m((A ∩ F c)− Fε) ⩽ ε/2，则

m(E − Fε) = m((E − (A ∩ F c)) ∪ ((A ∩ F c)− Fε)) (1.103)

⩽ m(E − (A ∩ F c)) +m((A ∩ F c)− Fε) (1.104)

⩽ ε, (1.105)
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1.5 Brunn-Minkowski不等式

得证.
证明 [Stein中的证法]设阶梯函数列 fn → f, a.e.，则存在集合 En，m(En) < 1/2n，使得 fn 在 En 外连续，根
据 Egorov定理，对任意 ε > 0，存在集合 Aε/3 使得在其中 fn ⇒ f，并且m(E −Aε/3) ⩽ ε/3.

取充分大的 N 使得
∑

n⩾N 2−n < ε/3，考虑集合

F ′ = Aε/3 −
⋃

n⩾N

En, (1.106)

则 {fn}在 F ′ 连续，其一致极限 f 也在 F ′ 连续，再取闭集 Fε ⊂ F ′ 使得m(F ′ − Fε) < ε/3，得证.
事实上，由于连续性是局部概念，因此 Lusin定理对无限测度集也成立，这时只需考虑

E =

∞⋃
i=1

(Qi ∩ E), (1.107)

其中每个 Qi 为有限测度集，则根据上述定理，存在 Ai ⊂ E ∩Q◦
i 满足

m((E ∩Qi)−Ai) ⩽ ε/2i, (1.108)

且 f 在 Ai 连续，考虑这些集合的并，则 f 在该集合中连续，并且

m(E −
∞⋃
i=1

Ai) = m

( ∞⋃
i=1

((E ∩Qi)−Ai)

)
⩽ ε, (1.109)

得证.

1.5 Brunn-Minkowski不等式
本节讨论对可测集和的估计，首先定义集合的和.

定义 1.17 (A+B)

♣

设集合 A,B ⊂ Rd，则定义

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}. (1.110)

命题 1.20

♠

设有集合 A,B ⊂ Rd，则
1. 若 A,B 中有一个为开集，则 A+B 也是开集.
2. 若 A,B 均为闭集，则 A+B 可测.

证明
1. 不妨设 A为开集，则

A+B =
⋃
b∈B

(A+ b), (1.111)

而开集的平移还是开集，开集的任意并还是开集.
2. 仿照证明闭集可测的过程，首先证明：若 A 为紧集，B 为闭集，则 A + B 为闭集. 对任意收敛点列（设
zn → z <∞）

zn = an + bn, an ∈ A, bn ∈ B, (1.112)

根据紧集中的 Bolzano-Weierstrass定理可知 {an}存在收敛子列，不妨就记为其自身，并记极限为 a，则综
上可知

bn = zn − an → z − a = b, (1.113)
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1.5 Brunn-Minkowski不等式

根据闭集的性质易得 z = x+ y ∈ A+B，故 A+B 为闭集，可测.对于一般的 A，利用立方体分割可得

A+B =

∞⋃
k=1

[(Qk ∩A) +B] (1.114)

为 Fσ 集，故 A+B 可测.
如果希望通过 A,B的测度对 A+B的测度进行估计（这里假定 A+B可测），首先可以发现其上界并不好

估计，下例可以构造出两个零测集 A,B，其和不是零测集.
例 1.8设在 R2 中 A = I × {0}，B = {0} × I，则 A+B = I2，但m(A) = m(B) = 0，m(A+B) = 1.

如果估计下界，则可以猜想是否有

m(A+B)α ⩾ cα[m(A)α +m(B)α] (1.115)

成立，其中 α > 0，cα 是与 A,B 无关的常数. 这种思想来自“凸性”，若 A ⊂ Rd 为凸集，即对任意
x, y ∈ A, t ∈ [0, 1]，tx+ (1− t)y ∈ A，则 A+ λA = (1 + λ)A，此时成立

m(A+ λA) = (1 + λ)dm(A) (1.116)

对于 α ⩾ 1/d有 (1 + λ)dα ⩾ 1 + λdα，因此

m(A+ λA)α ⩾ m(A)α +m(λA)α (1.117)

如果取 α = 1/d，并用一般的集合 B 代替 λA，则可以得到如下定理.

定理 1.15 (Brunn-Minkowski)

♥

若 A,B,A+B ⊂ Rd 均可测，则成立

m(A+B)1/d ⩾ m(A)1/d +m(B)1/d. (1.118)

定理的证明分为五步：矩形、可数矩形、开集、紧集、一般情形，且不妨设m(A),m(B) > 0.
证明 Step 1.若 A,B 均为矩形，边长分别为 {aj}, {bj}，则需要证明 d∏

j=1

(aj + bj)

1/d

⩾

 d∏
j=1

aj

1/d

+

 d∏
j=1

bj

1/d

(1.119)

根据均值不等式 d∏
j=1

aj
aj + bj

1/d

+

 d∏
j=1

bj
aj + bj

1/d

⩽ 1

d

d∑
j=1

aj
aj + bj

+
1

d

d∑
j=1

bj
aj + bj

= 1 (1.120)

移项即证.
Step 2.下面考虑 A,B为（内部无交）矩形可数并的情形，只需考虑有限个（证毕取极限即可），根据可测集

的平移性质，可以设 A− = A ∩ {xj ⩽ 0}, A+ = A ∩ {xj ⩾ 0}，则 A = A− ∪A+, B = B− ∩B+，以及保证
m(B±)

m(B)
=
m(A±)

m(A)
, (1.121)

而 A+B ⊃ (A+ +B+) t (A− +B−)，因为它们分布在不同区域，因此有

m(A+B) ⩾ m(A+ +B+) +m(A− +B−) (1.122)

⩾ [m(A+)
1/d +m(B+)

1/d]d + [m(A−)
1/d +m(B−)

1/d]d (1.123)

= m(A+)

[
1 +

(
m(B)

m(A)

)1/d
]d

+m(A−)

[
1 +

(
m(B)

m(A)

)1/d
]d

(1.124)

= [m(A)1/d +m(B)1/d]d (1.125)

得证.
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1.5 Brunn-Minkowski不等式

Step 3.接着考虑 A,B为有限测度开集的情形，对任意 ε > 0，存在几乎无交的矩形并 Aε ⊂ A,Bε ⊂ B使得

m(A) ⩽ m(Aε) + ε, m(B) ⩽ m(Bε) + ε (1.126)

而 A+B ⊃ Aε +Bε，因此

m(A+B) ⩾ m(Aε +Bε) ⩾ [m(Aε)
1/d +m(Bε)

1/d]d ⩾ [(m(A)− ε)1/d + (m(B)− ε)1/d]d (1.127)

根据 ε任意性得证.
Step 4.再考虑 A,B 为紧集的情形，令开集 Aε = {x : d(x,A) < ε}，则 Aε ↘ A，对于 Bε, (A + B)ε 同理，

并且由于

A+B ⊂ Aε +Bε ⊂ (A+B)2ε, (1.128)

因此

m(A+B)2ε ⩾ m(Aε +Bε) ⩾ [m(Aε)1/d +m(Bε)1/d]d (1.129)

令 ε→ 0即得.
Step 5.对于一般的可测集 A,B,A+B，根据定理1.5，借助包含于其中的紧集进行逼近即证.
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第 2章 积分理论

2.1 Lebesgue积分
本节通过如下四步讨论建立基本的 Lebesgue积分理论：

1. 简单函数（simple function）.
2. 支撑在有限测度集上的有界函数.
3. 非负函数.
4. 一般可积函数.

Step 1.简单函数（simple function）

在上一章中，简单函数定义为

φ(x) =

N∑
k=1

akχEk
(x), (2.1)

其中 Ek 均为有限测度集.注意到同一简单函数可能会有不同表示（比如考虑不同区域的重叠、取同值区域
的分解等），为了避免这方面影响，可以考虑其规范形式 (canonical form)，注意到 φ仅取到有限值 c1, · · · , cM，
因此令 Fk = {x : φ(x) = ck}，则所有 Fk 两两无交，ck 两两不同，且 φ =

∑M
k=1 ckχFk

，在此基础上可以定义
Lebesgue积分

定义 2.1 (Lebesgue积分：简单函数)

♣

设 φ =
∑M

k=1 ckχFk
(x)为简单函数（规范形式），则定义其 Lebesgue积分为∫

Rd

φ(x)dx =

M∑
k=1

ckm(Fk). (2.2)

注
1. 若 E 为有限测度集，则 φχE 也是简单函数，因此可以定义 φ在 E 上的积分为∫

E

φ(x)dx =

∫
Rd

φ(x)χE(x)dx. (2.3)

2. 有时为了强调积分依赖 Lebesgue测度，积分也表示为∫
Rd

φ(x)dm(x), (2.4)

但简便起见，有时候也会用
∫
φ(x)dx或

∫
φ表示 φ在 Rd 上的积分.

下面讨论积分的一些性质.

命题 2.1
简单函数的积分具有如下性质：

1. 良定性：若 φ =
∑N

k=1 akχEk
为简单函数（未必是规范形式），则∫

φ =

N∑
k=1

akm(Ek). (2.5)

2. 线性性：若 φ,ψ为简单函数，a, b ∈ R则∫
(aφ+ bψ) = a

∫
φ+ b

∫
ψ. (2.6)



2.1 Lebesgue积分

♠

3. 可加性：若 E,F ⊂ Rd 有有限测度且不相交，则∫
E∪F

φ =

∫
E

φ+

∫
F

φ. (2.7)

4. 单调性：若两个简单函数满足 φ ⩽ ψ，则 ∫
φ ⩽

∫
ψ. (2.8)

5. 三角不等式：若 φ为简单函数，则 |φ|也是简单函数，且有∣∣∣∣∫ φ

∣∣∣∣ ⩽ ∫ |φ|. (2.9)

证明
1. 设 φ =

∑N
k=1 akχEk

，若 Ek 两两无交（但不保证 ak 两两不同），则将相同的 ak 归拢可知命题成立；若 Ek

不两两无交，则可以将 {Ek}有限划分为两两无交的 {E′
j}，定义

a′j =
∑

{ak : Ek ⊃ E′
j}, (2.10)

则显然有 φ =
∑n

k=1 a
′
jχE′

j
，根据无交情况的讨论可知∫

φ =

n∑
j=1

a′jm(E′
j) =

n∑
j=1

∑
Ek⊃E′

j

akm(E′
j) =

N∑
k=1

∑
E′

j⊂Ek

akm(E′
j) =

N∑
k=1

akm(Ek). (2.11)

上述求和号的交换可直接考虑其求和总对象（或考虑某种记重数的并），得证.
2. 有限集合可以进行一定分割，使得取值恰好“对应”，此时满足线性性，再根据 1的良定性得证.
3. 注意到 χE∪F = χE + χF .
4. 注意到 ψ − φ为简单函数且取非负值.
5. 直接利用 R中三角不等式证明∣∣∣∣∫ φ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

N∑
k=1

akm(Ek)

∣∣∣∣∣ ⩽
N∑

k=1

|ak|m(Ek) =

∫
|φ|. (2.12)

最后再给出一个简单积分的一个简单性质：若 f, g 为几乎处处相等的简单函数，则有
∫
f =

∫
g，事实上，

这种性质对后面的几种函数都适用.

Step 2.支撑在有限测度集上的有界函数

定义 2.2 (支集)

♣

定义函数 f 的支集为

supp f = {x : f(x) 6= 0}. (2.13)

称 f 支撑在集合 E 上，若对任意 x /∈ E 都有 f(x) = 0.

特别当 f 为可测函数时，supp f = {f < 0} ∪ {f > 0}也是可测集.本节主要讨论对象就是满足

m(supp (f)) <∞ (2.14)

的有界可测函数.
上一章定理1.11表明，若 f 为有界可测函数（支撑在 E），则存在有界简单函数列 {φn}（支撑在 E）满足

|φn(x)| ⩽ |φn+1(x)|, φn(x) → f(x). (2.15)

借助这种观点，可以将 Lebesgue积分进行一些推广.
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2.1 Lebesgue积分

引理 2.1

♥

设 f 有界且支撑在有限测度集 E 上，{φn : n ∈ N}为 E 上的简单函数列，以M 为界，并且有 φn(x) →
f(x), a.e.，则

1. 极限 lim
n→∞

∫
φn 存在.

2. 若 f = 0, a.e.，则 lim
n→∞

∫
φn = 0.

如果在 E中有 φn ⇒ f，则引理易证，回顾 Littlewood三原理：每个收敛可测函数列都近乎一致收敛，因此
借助 Egorov定理可以完成证明.
证明 对任意 ε > 0，存在闭集 Aε ⊂ E 使得m(E −Aε) ⩽ ε，且在 Aε 中 φn ⇒ f，令 In =

∫
φn，则有

|In − Im| ⩽
∫
E

|φn(x)− φm(x)|dx (2.16)

=

∫
Aε

|φn(x)− φm(x)|dx+

∫
E−Aε

|φn(x)− φm(x)|dx (2.17)

⩽
∫
Aε

|φn(x)− φm(x)|dx+ 2Mε (2.18)

根据一致收敛性，只要m,n充分大，在 Aε 中中就一致有 |φn − φm| < ε，因此

|In − Im| ⩽ (m(E) + 2M)ε, (2.19)

得证.引理的第二部分只需重复上述过程可得 |In| ⩽ (m(E) +M)ε，得证.

定义 2.3 (Lebesgue积分：有限支集)

♣

对于支撑在有限测度集上的有界函数 f，定义其 Lebesgue积分为∫
f(x)dx = lim

n→∞

∫
φn, (2.20)

其中 {φn}满足：|φn| ⩽M；φn 支撑在 supp (f)上；φn(x) → f(x), a.e..

注根据前述引理，上述极限是存在的；若假设有两个满足条件的函数列 {φn}, {ψn}，则 φn − ψn → 0, a.e.，因
此根据引理可知二者积分差的极限为 0，因此上面的定义是良好的.
容易验证，如此推广后的积分仍满足上一步验证过的诸多性质.

命题 2.2

♠

设 f, g为支撑在有限测度集上的有界函数，则其积分具有如下性质：
1. 线性性：若 a, b ∈ R则 ∫

(af + bg) = a

∫
f + b

∫
g. (2.21)

2. 可加性：若 E,F ⊂ Rd 有有限测度且不相交，则∫
E∪F

f =

∫
E

f +

∫
F

f. (2.22)

3. 单调性：若 f ⩽ g，则 ∫
f ⩽

∫
g. (2.23)

4. 三角不等式：|f |有界，同样支撑在有限测度集上，并且∣∣∣∣∫ f

∣∣∣∣ ⩽ ∫ |f |. (2.24)

下面给出一个重要的收敛定理.
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2.1 Lebesgue积分

定理 2.1 (有界收敛定理)

♥

设 {fn}为一列可测函数，有一致的界M，并且都支撑在有限测度集 E 上，并且 fn(x) → f(x), a.e.，则
f 也可测、有界、支撑在 E 上（a.e.）并且

lim
n→∞

∫
|fn − f | = 0,

∫
fn →

∫
f. (2.25)

证明 易知 f 在 E 上几乎处处有界M，并且在 E 外几乎处处为 0，根据 Egorov定理，对任意 ε > 0，存在闭集
Aε ⊂ E，m(E −Aε) ⩽ ε，使得在 Aε 中 fn ⇒ f，因此对充分大的 n有 ||fn − f || ⩽ ε，即得∫

|fn(x)− f(x)|dx ⩽
∫
Aε

|fn(x)− f(x)|dx+

∫
E−Aε

|fn(x)− f(x)|dx (2.26)

⩽ m(E)ε+ 2Mm(E −Aε) (2.27)

⩽ ε(m(E) + 2M) (2.28)

得证.
上面的定理隐含了积分与极限运算的交换，即

lim
n→∞

∫
fn =

∫
lim
n→∞

fn, (2.29)

这种交换在 Riemann积分中要求是较为严苛的，而在 Lebesgue积分中要宽松些.

推论 2.1

♥
沿用上一定理的记号，若 f ⩾ 0，有界且支撑在有限测度集 E 上，且

∫
f = 0，则 f = 0, a.e..

证明 定义 Ek = {x ∈ E : f(x) ⩾ 1/k}，则 k−1χEk
(x) ⩽ f(x)，根据积分的单调性可知

k−1m(Ek) ⩽
∫
f = 0, (2.30)

由此对任意 k ∈ N都有m(Ek) = 0，而 {x : f(x) > 0} =
⋃∞

k=1Ek，因此该集合零测，f = 0, a.e..
在开始对非负函数的讨论前，暂且回到 Riemann积分，证明 Lebesgue积分确实是 Riemann积分的一个推广，

即闭区间上 Riemann可积必定 Lebesgue可积.

定理 2.2

♥

设 f 为 [a, b]上的 Riemann可积函数，则∫ R

[a,b]

f(x)dx =

∫ L

[a,b]

f(x)dx, (2.31)

即两种积分意义下的结果相同.

注在数学分析中证明过，f 在 [a, b]上 Riemann可积当且仅当其不连续点集为零测集，这用实分析的语言表述就
是 f 几乎处处连续.
证明 Riemann可积函数必定有界，因此只需证明其可测.对于可积函数，可取两个阶梯函数列 {φk}, {ψk}满足
|φk|, |ψk| ⩽M，并且对任意 x ∈ [a, b]有

φ1(x) ⩽ φ2(x) ⩽ · · · ⩽ f ⩽ · · · ⩽ ψ2(x) ⩽ ψ1(x) (2.32)

以及

lim
k→∞

∫ R

[a,b]

φk(x)dx = lim
k→∞

∫ R

[a,b]

ψk(x)dx =

∫ R

[a,b]

f(x)dx. (2.33)

显然阶梯函数的 Riemann积分与 Lebesgue积分相同，即
∫R
[a,b]

φk =
∫ L
[a,b]

φk,
∫R
[a,b]

ψk =
∫ L
[a,b]

ψk，若令 φ̃, ψ̃

分别为两个函数列的极限，则二者均为可测函数，且 φ̃ ⩽ f ⩽ ψ̃，由有界收敛定理可得

lim
k→∞

∫ L

[a,b]

φk(x)dx =

∫ L

[a,b]

φ̃(x)dx, lim
k→∞

∫ L

[a,b]

ψk(x)dx =

∫ L

[a,b]

ψ̃(x)dx (2.34)

24



2.1 Lebesgue积分

但其极限相同，因此 ∫ L

[a,b]

(ψ̃(x)− φ̃(x))dx = 0, (2.35)

而 ψ̃ − φ̃ ⩾ 0，故 ψ̃ − φ̃ = 0, a.e.，因此 φ̃ = ψ̃ = f, a.e.，这说明 f 可测，由于 φk → f, a.e.，因此

lim
k→∞

∫ L

[a,b]

φk(x)dx =

∫ L

[a,b]

f(x)dx, (2.36)

故 f 的 Riemann积分与 Lebesgue积分相同.

Step 3.非负函数

下面讨论非负函数的 Lebesgue积分，这里只要求函数非负可测，并不要求其有界（甚至可以取到 +∞）.

定义 2.4 (Lebesgue积分：非负情形)

♣

对于非负可测函数 f，定义其 Lebesgue积分为∫
f(x)dx = sup

g

∫
g(x)dx, (2.37)

其中 g为可测函数，满足 0 ⩽ g ⩽ f，并且支撑在有限测度集中.

根据上面的定义，上确界可能为有限，也可能为无穷，若有限，则称函数 Lebesgue可积（或简称可积）.对
于可测集 E ⊂ Rd，f ⩾ 0, χE ⩾ 0，因此可定义∫

E

f(x)dx =

∫
f(x)χE(x)dx. (2.38)

同样地，下面考虑积分的一些性质.

命题 2.3

♠

设 f, g为非负可测函数，则其积分具有如下性质：
1. 线性性：若 a, b ∈ R+则 ∫

(af + bg) = a

∫
f + b

∫
g. (2.39)

2. 可加性：若 E,F ⊂ Rd 有有限测度且不相交，则∫
E∪F

f =

∫
E

f +

∫
F

f. (2.40)

3. 单调性：若 f ⩽ g，则 ∫
f ⩽

∫
g. (2.41)

4. 若 g可积且 0 ⩽ f ⩽ g，则 f 也可积.
5. 若 f 可积，则 f(x) <∞, a.e..
6. 若

∫
f = 0，则 f(x) = 0, a.e..

证明
1. 不妨设 a = b = 1，设 φ ⩽ f, ψ ⩽ g为满足定义的函数，则放缩后取上确界得到

∫
f +

∫
g ⩽

∫
(f + g)；反

过来设 η ⩽ f + g，并定义 η1(x) = min(f(x), η(x)) ⩽ f(x)，η2 = η − η1 = f + g − η ⩽ g，则∫
η =

∫
(η1 + η2) =

∫
η1 +

∫
η2 ⩽

∫
f +

∫
g, (2.42)

对 η取上确界得证.
2. 注意到 χE∪F = χE + χF 易证.
3. 任何满足定义的 φ都有 0 ⩽ φ ⩽ f ⩽ g，因此 g对应的上确界更大.
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2.1 Lebesgue积分

4. g可积说明
∫
g <∞，故

sup
0⩽φ⩽f

∫
φ ⩽ sup

0⩽φ⩽g

∫
φ =

∫
g <∞, (2.43)

因此由确界原理得证.
5. 设 Ek = {f ⩾ k}，E∞ = {f = ∞}，则∫

f ⩾
∫
fχEk

⩾ km(Ek), m(Ek) ⩽
C

k
(2.44)

由于 Ek ↘ E∞，因此m(E∞) = lim
n→∞

m(Ek) = 0，得证.
6. 取一列递增简单函数逼近 f，根据积分放缩可知每个简单函数都几乎处处为 0，因此 f 也几乎处处为 0.
下面考虑一些非负可测函数的收敛定理，其动机依旧来自算子换序问题.但是不同于有界收敛定理，这时并

没有非常好的结果，例如考虑

fn(x) =

n, 0 < x < 1/n

0, otherwise
(2.45)

则 fn → 0，但是

0 ⩽ 1 =

∫
fn, (2.46)

即极限函数的积分小于积分的极限，更严格地见如下定理.

定理 2.3 (Fatou)

♥

设 {fn}为正项可测函数列，并且 fn → f, a.e.，则∫
f ⩽ lim inf

n→∞

∫
fn. (2.47)

证明 若
∫
f = ∞，则右式也为∞，因此仅考虑 f 可积的情形.设 0 ⩽ g ⩽ f，其中 g 有界且支撑在有限测度集

E 上，设 gn(x) = min{g(x), fn(x)}，则 gn可测且支撑在 E 上，并且 gn(x) → g(x), a.e.，根据有界收敛定理有∫
gn →

∫
g, (2.48)

根据 gn 的构造有 gn ⩽ fn，因此
∫
gn ⩽

∫
fn，两边取下极限有∫
g ⩽ lim inf

n→∞

∫
fn (2.49)

左边再对 g取上确界（根据非负可测函数 Lebesgue积分的定义），得证.
尽管如此，对于一些特殊的情形，积分与极限仍然可以交换.

推论 2.2

♥

设 f 为非负可测函数，{fn}为非负可测函数列，且 fn(x) ⩽ f(x)，fn → f, a.e.，则

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f. (2.50)

证明 由于 fn ⩽ f，因此
∫
fn ⩽

∫
f，故

lim sup
n→∞

∫
fn ⩽

∫
f, (2.51)

根据 Fatou引理即证.
下面的记号 fn ↗ f 表示 fn 几乎处处单增收敛到 f .

推论 2.3 (单调收敛定理)

♥

设 {fn}为非负可测函数列，且 fn ↗ f，则

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f. (2.52)
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2.1 Lebesgue积分

根据单调收敛定理，可以给出如下推论，其一是 Fatou引理的推广，其二是函数项级数的结论.

推论 2.4 (Fatou)

♥

设 {fn}为非负可测函数列，则 ∫
lim inf
n→∞

fn ⩽ lim inf
n→∞

∫
fn. (2.53)

证明 设 gn(x) = inf
i⩾n

fi(x)，则 gn 非负可测且对任意 i ⩾ n有

gn ⩽ fi ⇒
∫
gn ⩽

∫
fi ⇒

∫
gn ⩽ inf

i⩾n

∫
fi, (2.54)

而 gn ↗ lim inf
n→∞

fn，因此由单调收敛定理可得∫
lim inf
n→∞

fn =

∫
lim

n→∞
gn = lim

n→∞

∫
gn ⩽ lim inf

n→∞

∫
fn. (2.55)

推论 2.5

♥

考虑函数项级数
∑∞

k=1 ak(x)，其中 ak(x)非负可测，则∫ ∞∑
k=1

ak(x)dx =

∞∑
k=1

∫
ak(x)dx. (2.56)

证明 令 fn 为级数的部分和，易知.
上面的推论实际上表明，若

∑∫
ak(x) <∞，则

∑
ak(x)可积，即几乎处处有限.借助这种观察，可以给出

Cantor-Cantelli引理的证明.

引理 2.2 (Cantor-Cantelli)

♥
设 {Ek : k ∈ N}为一组可测集，且

∑∞
k=1m(Ek) <∞，则 E = lim sup

n→∞
En 为零测集.

将上极限集表示为集合的交并形式，可以直接证明上述结论，为了使用前述推论，令 ak(x) = χEk
(x)，则

x ∈ E（即有无限个 Ek 包含 x）当且仅当
∑∞

k=1 ak(x) = ∞，由于
∞∑
k=1

m(Ek) =

∞∑
k=1

∫
ak(x)dx <∞, (2.57)

因此
∑
ak(x)几乎处处有界，故 E 为零测集.

下面讨论一个具体的函数，为后面的章节铺垫.
例 2.1定义 Rd 中的函数

f(x) =

1/|x|d+1, x 6= 0

0, otherwise
(2.58)

下证对任意 ε > 0，f 在 |x| ⩾ ε可积.
固定 ε > 0，令 Ak = {x ∈ Rd : 2kε < |x| ⩽ 2k+1ε}并定义

g(x) =

∞∑
k=0

ak(x), ak(x) =
1

(2kε)d+1
χAk

(x), (2.59)

则 f(x) ⩽ g(x)，
∫
f ⩽

∫
g，由于每个 Ak 都是 A = {1 < |x| ⩽ 2}的拉伸，因此根据 Lebesgue测度的性质

可得m(Ak) = (2kε)dm(A)，因此∫
g =

∫ ∞∑
k=0

ak(x) =

∞∑
k=0

∫
ak(x) =

∞∑
k=0

m(Ak)

(2kε)d+1
= m(A)

∞∑
k=0

1

2kε
=
C

ε
, (2.60)

得证.
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2.1 Lebesgue积分

Step 4.一般可积函数

下面考虑更一般的情形，称实值函数 fLebesgue可积，若 |f |Lebesgue可积（这在上一部分定义过）.而其
积分可以通过分解来定义，记

f+ = max{f, 0}, f− = max{−f, 0}, (2.61)

则 f+, f− ⩾ 0且 f = f+ − f−，因此可定义 f 的 Lebesgue积分为∫
f =

∫
f+ −

∫
f−. (2.62)

这里依旧存在良定性，若存在两个非负可积函数满足 f = f1 − f2，是否仍然有∫
f =

∫
f1 −

∫
f2, (2.63)

设 f = f1 − f2 = g1 − g2 为两种表示，则 f1 + g2 = g1 + f2，各项都是非负可积函数，因此积分可得∫
f1 +

∫
g2 =

∫
g1 +

∫
f2, (2.64)

移项得证.
根据定义可知，如果仅改变 f 在一个零测集上的取值，那么 f 的可积性与积分值都不会受到影响，这也说

明可以考虑“几乎处处有限”，即仅在一个零测集取无穷值的函数，并且两个可积函数可以随意相加（因为其无
穷值仍然在一个零测集中）.此外，在积分理论中，“几乎处处”实际上给出了函数之间的一个等价关系，在这种
观点下称 f = g，实际上是说 f = g, a.e..

与前面类似，容易验证：

命题 2.4

♠Lebesgue积分满足线性、可加性、单调性以及三角不等式.

为了证明后面的定理，考虑如下引理.

引理 2.3

♥

设 f 为 Rd 上的可积函数，则对任意 ε > 0：
1. 存在有限测度集 B 使得 ∫

Bc

|f | < ε. (2.65)

2. 绝对连续性：存在 δ > 0使得对任意m(E) < δ都有∫
E

|f | < ε. (2.66)

证明
1. 不妨设 f ⩾ 0.定义 BN = BN (0)，fN (x) = f(x)χBN

(x)，则

fN ⩾ 0, fN ↗ f, (2.67)

根据单调收敛定理有

lim
N→∞

∫
fN =

∫
f, (2.68)

因此当 N 充分大时有

0 ⩽
∫
f −

∫
fχBN

=

∫
fχBc

N
=

∫
Bc

N

f < ε, (2.69)

得证.
2. 对于第二部分，令

EN = {x : f(x) ⩽ N}, fN (x) = f(x)χEN
, (2.70)
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2.2 可积函数空间 L1

则 fN 非负、单调且收敛到 f，因此对任意 ε > 0，存在 N > 0使得∫
(f − fN ) < ε/2, (2.71)

取 0 < δ < ε/2N，则对任意m(E) < δ有∫
E

f =

∫
E

(f − fN ) +

∫
E

fN ⩽
∫
(f − fN ) +Nm(E) ⩽ ε/2 + ε/2 = ε. (2.72)

下面证明 Lebesgue积分的基石定理之一：控制收敛定理（dominant convergence theorem），它解释了积分与
极限的换序关系.

定理 2.4 (控制收敛定理)

♥

设 {fn}为一列可测函数且 a.e.收敛到 f，若存在可积函数 g使得 |fn(x)| ⩽ g(x)，则

lim
n→∞

∫
|fn − f | = 0,

∫
fn →

∫
f. (2.73)

证明 对任意 N ⩾ 0，设

EN = {x : |x| ⩽ N, g(x) ⩽ N}, (2.74)

则根据上一条引理，对任意 ε > 0，存在 N 使得∫
Ec

N

g < ε, (2.75)

因此 fnχEN
的上界被 N 控制，且支撑在一个有限测度集上，根据有界收敛定理可知对充分大的 n有∫

EN

|fn − f | < ε, (2.76)

因此直接估计可得 ∫
|fn − f | =

∫
EN

|fn − f |+
∫
Ec

N

|fn − f | (2.77)

⩽
∫
EN

|fn − f |+ 2

∫
Ec

N

g (2.78)

⩽ ε+ 2ε = 3ε, (2.79)

得证.

¶复值函数

Rd 上的实变复值函数可以表示为

f(x) = u(x) + iv(x), (2.80)

其中 u, v均为实值函数，称为 f 的实部与虚部，延续前面的讨论，称 fLebesgue可积，若函数

|f(x)| =
√
u(x)2 + v(x)2 (2.81)

Lebesgue可积.由于

|u(x)|, |v(x)| ⩽ f(x), |f(x)| ⩽ |u(x)|+ |v(x)|, (2.82)

因此 f 可积当且仅当 u, v可积.进一步，f 的 Lebesgue积分可定义为∫
f =

∫
u+ i

∫
v,

∫
E

f =

∫
fχE . (2.83)

容易验证，可测集 E ⊂ Rd上的所有复值可积函数构成了一个 C-向量空间（由于 |f + g| ⩽ |f |+ |g|，故 f, g

可积可推出 f + g可积）.
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2.2 可积函数空间 L1

2.2 可积函数空间 L1

根据定义，所有 Lebesgue可积函数可以构成一个向量空间，并且可以在其中定义范数/距离，进一步可以验
证该空间在适当范数下完备.首先定义这一范数.

定义 2.5 (L1 范数)

♣

设 f 为 Rd 上的可积函数，定义其 L1 范数为

||f ||L1 = ||f ||L1(Rd) =

∫
Rd

|f(x)|dx. (2.84)

注本节讨论的范数基本都是 L1 范数，因此一般省略 L1 下标.
很容易验证其满足范数的如下性质：

命题 2.5

♠

设 f, g ∈ L1(Rd)，则
1. ||af || = |a| ||f ||, ∀a ∈ C.
2. ||f + g|| ⩽ ||f ||+ ||g||.
3. ||f || = 0当且仅当 f = 0, a.e..

其中第 3条需要做一些说明，很容易找到一个不恒为 0的可测函数，其积分为 0，因此 ||f || = 0并不能保
证 f ≡ 0，解决这一问题的方法是代数中常见的“商运算”，即将函数空间模去几乎处处相等的等价关系，这就
很熟悉了.

范数可以诱导处距离，定义为

d(f, g) = ||f − g||, (2.85)

很容易验证其满足距离的性质：

命题 2.6

♠

设 f, g, h ∈ L1(Rd)，则
1. d(f, g) = d(g, f).
2. d(f, g) = 0当且仅当 f = g, a.e..
3. d(f, g) ⩽ d(f, h) + d(h, g).

下面讨论一个重要的问题：L1 空间的完备性.

定义 2.6 (Cauchy列 &完备性)

♣

设 (V, d)为度量空间，称 {xk} ⊂ V 为 Cauchy列，若

lim
k,l→∞

d(xk, xl) = 0. (2.86)

称度量空间 (V, d)完备，若其中任何 Cauchy列 {xn}都存在 x ∈ V 使得

lim
k→∞

d(xk, x) = 0. (2.87)

引理 2.4

♥

设 {fk}为度量空间 (V, d)中的 Cauchy列，若其存在子列 {fnk
}（依度量）收敛到 f，则 fk（依度量）收

敛到 f .

证明 对任意 ε > 0，存在 N1 使得对任意 nk > N1 有 ||fnk
− f || < ε/2，也存在 N2 使得对任意 k > N2 有
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2.2 可积函数空间 L1

||fnk
− fk|| < ε/2，取 N = max{N1, N2}，则对任意 k > N 有

||fk − f || ⩽ ||fk − fnk
||+ ||fnk

− f || < ε, (2.88)

得证.

定理 2.5 (Riesz-Fischer)

♥L1 空间在前述度量下是完备的.

证明 设 {fn}为 L1 空间中的 Cauchy列，考虑子列 {fnk
}使得对任意 k ⩾ 1有

||fnk+1
− fnk

|| ⩽ 1

2k
, (2.89)

该子列存在是因为根据定义，对任意m,n ⩾ N(ε)就有

||fn − fm|| ⩽ ε, (2.90)

取 nk = N(2−k)即可.
定义函数

f(x) = fn1
(x) +

∞∑
k=1

(fnk+1
(x)− fnk

(x)) (2.91)

g(x) = |fn1
(x)|+

∞∑
k=1

|fnk+1
(x)− fnk

(x)| (2.92)

由于 g是一个函数列的单调极限，根据单调收敛定理可知∫
g =

∫
|fn1 |+

∞∑
k=1

∫
|fnk+1

− fnk
| ⩽

∫
|fn1 |+ 1 <∞, (2.93)

即 g ∈ L1(Rd)，而显然 |f(x)| ⩽ g(x)，根据控制收敛定理可知 fnk

a.e.→ f，根据引理可知 ||fn − f || → 0，得
证.
根据上面的过程可得推论

推论 2.6

♥
设 {fn}为 L1 中的 Cauchy列，其依度量极限为 f，则存在子列 fnk

使得 fnk

a.e.→ f .

有理数在实数中是稠密的，类似在 L1 中也可以考虑稠密性.

定义 2.7 (稠密性)

♣
称一族函数 G 在 L1 稠密，若对任意 f ∈ L1, ε > 0，存在 g ∈ G 使得 ||f − g|| < ε.

幸运的是，过去见到许多用以逼近可测函数的函数族都是稠密的.

定理 2.6

♥

如下函数族都在 L1 中稠密：
1. 简单函数.
2. 阶梯函数.
3. 有紧支集的连续函数.

证明
1. 不妨设 f ⩾ 0，则存在递增简单函数列 φk → f，根据控制收敛定理可知

||f − φk|| =
∫

|f − φk| → 0. (2.94)

2. 由 1知存在简单函数 φ使得 ||f −φ|| < ε，只需证明阶梯函数对简单函数稠密即可，若不妨设 φ = χE，则
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2.2 可积函数空间 L1

根据定理1.5第 4条可知存在一族几乎不相交的矩形 {Rj : 1 ⩽ j ⩽ n}使得m(E4
⋃n

j=1Rj) ⩽ ε，因此令

ψ =

n∑
j=1

χRj
, (2.95)

则

||ψ − χE || = m(E4
n⋃

j=1

Rj) ⩽ ε, (2.96)

得证.
3. 在 2的基础上，只需证明紧支集连续函数对示性函数 χR（R为矩形）稠密即可，对于一维情形（R = [a, b]），
取充分小的 ε > 0，定义

g(x) = χ[a+ε,b−ε], (2.97)

并将其延拓为 [a, b]上的线性函数即可（使得 g在 [a, b]外为 0），对于高维情形，将上面的 g作 product即
可.
事实上，如果将 Rd 替换为一个有限测度集 E ⊂ Rd，可以建立空间 L1(E)，且对 Rd 中的函数有范数

||f ||L1(E) = ||fχE ||L1(Rd), (2.98)

容易验证前面的诸多性质仍然成立.

¶更多性质

下面考虑一些可积函数的性质，对于 h ∈ Rd，可以定义：
1. 平移变换：fh(x) = f(x− h).
2. 拉伸变换：f(x) 7→ f(δx), δ > 0.
3. 反向变换：f(x) 7→ f(−x).
若 f = χE，则 fh = χEh

，此时显然有 ||fh|| = ||f ||；若 f ⩾ 0，则借助单调简单函数列 φk 逐点逼近 f 可得∫
Rd

f(x− h)dx =

∫
Rd

f(x)dx. (2.99)

进一步易得对任意 f 有上式成立.类似也容易验证有∫
Rd

f(x)dx = δd
∫
Rd

f(δx)dx, (2.100)∫
Rd

f(x)dx =

∫
Rd

f(−x)dx. (2.101)

根据上面的性质，可以定义出两个函数的卷积：

定义 2.8 (卷积)

♣

设 f, g ∈ L1(Rd)，则对任意 x ∈ Rd，函数 y 7→ f(x− y)g(y)也可积，因此可定义 f, g的卷积

f ∗ g(x) =
∫
Rd

f(x− y)g(y)dy =

∫
Rd

f(y)g(x− y)dy. (2.102)

借助平移可以衡量函数的连续性，因为 f 在 x处连续当且仅当 fh(x) → f(x)，根据前文内容可知，可测函
数未必连续，甚至可能处处不连续，因此上式对一般可测函数不成立，但在 L1 度量下这却是成立的.

命题 2.7

♠

设 f ∈ L1(Rd)，则

lim
h→0

||fh − f || = 0. (2.103)
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证明 对任意 ε > 0，存在紧支集连续函数 g使得 ||f − g|| < ε，而

fh − f = (gh − g) + (fh − gh)− (f − g), (2.104)

根据 ||fh − gh|| = ||f − g|| < ε以及 g的一致连续性，当 h充分小时有

||gh − g|| =
∫
Rd

|g(x− h)− g(x)|dx < ε, (2.105)

||fh − f || ⩽ ||gh − g||+ ||fh − gh||+ ||f − g|| (2.106)

⩽ 3ε, (2.107)

得证.

2.3 Fubini定理
若 d = d1 + d2，则 Rd 可以分解为 Rd = Rd1 × Rd2，若 f 定义在 Rd 中，则可以将 f 写作 f(x, y)，其中

x ∈ Rd1 , y ∈ Rd2，并且可以定义 f 关于 x, y的切片为

fx(y) = f(x, y), fy(x) = f(x, y), (2.108)

类似地，对于集合 E ⊂ Rd 也可作切片

Ey = {x ∈ Rd1 : (x, y) ∈ E}, Ex = {y ∈ Rd2 : (x, y) ∈ E}, (2.109)

如下图所示

图 2.1: E 的切片

2.3.1 Fubini定理的证明

定理 2.7 (Fubini)

♥

设 f 为 Rd1 × Rd2 上的可积函数，则对 a.e.的 y ∈ Rd2 有
1. 切片 fy(x)在 Rd1 中可积.
2. 关于 y的函数

∫
Rd1

fy(x)dx在 Rd2 可积.
3. ∫

Rd2

(∫
Rd1

f(x, y)dx

)
dy =

∫
Rd

f. (2.110)

注若 fx, f
y 均可积，不能得到 f 可积，Sierpinski给出过一个 R2 子集的构造，该集合不可测，但与任意直线至

多只有两个交点，考虑其上的示性函数即得反例.
Fubini定理说明，可积函数的积分可以交换次序，即∫

Rd2

(∫
Rd1

f(x, y)dx

)
dy =

∫
Rd

f =

∫
Rd1

(∫
Rd2

f(x, y)dy

)
dx, (2.111)
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2.3 Fubini定理

这很容易理解，但并不平凡，比如对于可测函数 f 或可测集 E，都不能保证其切片依然可测（比如N ×{0}
在 R2 零测，但关于 y = 0的切片不可测）.记 F 表示 Rd 中的所有满足 Fubini定理的可积函数，则 Fubini定理
实际上只需证明 L1(Rd) ⊂ F .

出于这一思路，考虑到简单函数在 L1(Rd)中的稠密性，因此 Fubini定理分为如下步骤：
1. 证明 F 是一个线性空间，即对线性组合封闭.
2. 证明 F 对单调极限下封闭.
3. 证明简单函数在 F 中，只需证明任何有限测度集上的示性函数在 F 中.
4. 证明一般可积函数都在 F 中.

命题 2.8

♠Step 1.F 是线性空间.

证明 设 f1, · · · , fk ∈ F，则存在零测集 A1, · · · , Ak ⊂ Rd2，使得 fyk 在 Ak 外可积，设 A =
⋃N

k=1Ak，则 A零
测，且在 A外所有 fyk 都可积，因此其线性组合也可积；对于 gk(y) =

∫
Rd1

fyk (x)dx的讨论是类似的.

命题 2.9

♠
Step 2.设 {fk}为 F 中的序列且 fk ↗ f，若 f 可积，则 f ∈ F .

注命题对 fk ↘ f 的情形也成立.
证明 设 fk ↗ f，不妨设 fk ⩾ 0（否则考虑 fk − f1 ↗ f − f1），则根据单调收敛定理有

lim
k→∞

∫
Rd

fk(x, y)dxdy =

∫
Rd

f(x, y)dxdy, (2.112)

由于 fk ∈ F，则存在零测集 Ak ⊂ Rd2 使得 fyk 在 Ak 外可积，设 A =
⋃∞

k=1Ak，则在 A外有 fyk ↗ fy，若
令

gk(y) =

∫
Rd1

fyk (x)dx, g(y) =

∫
Rd1

fy(x)dx (2.113)

则根据单调收敛定理有 gk ↗ g，再利用单调收敛定理可知

lim
k→∞

∫
Rd2

gk(y)dy =

∫
Rd2

g(y)dy, (2.114)

fk ∈ F 说明 ∫
Rd2

gk(y)dy =

∫
Rd

fk(x, y)dxdy, (2.115)

则根据上面的极限式有 ∫
Rd2

g(y)dy =

∫
Rd

f(x, y)dxdy, (2.116)

故 Fubini-3成立，f 可积说明 g几乎处处有限，因此 fy 几乎处处可积，因此 f ∈ F，得证.

命题 2.10

♠Step 3.若 E 为有限测度集，则 χE ∈ F .

证明 由简到繁依次证明：
1. 若 E ⊂ Rd 为立方体，则 E = Q1 ×Q2，其中 Qi 为 Rdi 中的立方体，这时 χy

E(x)可积，并且

g(y) =

∫
Rd1

χE(x, y)dx = |Q1|χQ2
, (2.117)∫

Rd

g(y)dy = |Q1| |Q2| = |E| =
∫
Rd

χE , (2.118)

g的可积性与后式的成立是显然的，故 χE ∈ F .
2. 若 E 为闭立方体 Q边界的子集，则显然 E 零测，且当 y ∈ Q◦

2 时 fy = 0，因此 fy = 0, a.e.，故可积，同
理 g(y) =

∫
Rd1

fy(x)dx = m(Ey)也几乎处处为 0，自然也可积，第三条成立是因为两边积分均为 0，故
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χE ∈ F .
3. 若 E =

⋃K
k=1Qk，其中 Qk 为几乎不相交的立方体，则 Qk = Q◦

k tAk，这里 Ak 为 Qk 边界，则将其重组
可知

χE =

K∑
k=1

χQ◦
k
+ χ∪K

k=1 Ak
∈ F . (2.119)

4. 若 E 为有限测度开集，则可设 E =
⋃∞

k=1Qk，其中 Qk 为几乎不相交的立方体，设其前 n项并为 En，则
χEn

∈ F 且 χEn
↗ χE ∈ F .

5. 若 E为Gδ 集，则 E =
⋂∞

k=1Ok，其中Ok为开集（不妨设其测度有限），记其前 k项交为 Fk，则 χFk
∈ F

且 χFk
↘ χE ∈ F .

6. 若 E 为零测集，则存在 Gδ 集 G使得 E ⊂ G,m(G) = 0，由于 χG ∈ F，因此∫
Rd2

(∫
Rd1

χG(x, y)dx

)
dy =

∫
Rd

χG = 0, (2.120)

这说明
∫
Rd1

χG(x, y)dx几乎处处为 0，也即Gy“几乎个个”零测，而 Ey ⊂ Gy 说明 Ey“几乎个个”零测，
故 g(y) =

∫
Rd1

χE(x, y)dx几乎处处为 0（自然是可积的），即得∫
Rd2

(∫
Rd1

χE(x, y)dx

)
dy = 0 =

∫
Rd

χE , (2.121)

故 χE ∈ F .
7. 若 E 为一般的可测集，则存在 Gδ 集 G使得 E ⊂ G,m(G− E) = 0，因此

χE = χG − χG−E ∈ F . (2.122)

命题 2.11

♠Step 4.若 f 可积，则 f ∈ F .

证明 分解 f = f+ − f−，其中 f+, f−都是非负可积的，因此不妨设 f ⩾ 0，取简单函数列 {φk}单调逼近 f，则
每个 φk 都是有限测度集上示性函数的线性组合，故 φk ∈ F，取极限可知 f ∈ F，得证.

2.3.2 Fubini定理的应用

定理 2.8 (Tonelli)

♥

设 f(x, y)为 Rd1 × Rd2 上的非负可测函数，则对 a.e.的 y ∈ Rd2 有
1. 切片 fy 在 Rd1 可测.
2. 关于 y的函数

∫
Rd1

fy(x)dx在 Rd2 可测.
3. ∫

Rd2

(∫
Rd1

f(x, y)dx

)
dy =

∫
Rd

f. (2.123)

上述定理常与 Fubini定理同时使用：首先对可测函数 |f |使用 Tonelli定理，若其有限则说明 f 可积，再利
用 Fubini定理进行计算.
证明 考虑截断函数

fk(x, y) =

f(x, y), |(x, y)| < k, f(x, y) < k

0, otherwise
(2.124)

则 fk 可积且 fk ↗ f，由单调收敛定理立得

lim
k→∞

∫
Rd1

fk(x, y)dx =

∫
Rd1

f(x, y)dx, (2.125)

根据 Fubini定理，存在零测集 Ak 使得 fyk 在 Ak 外可积，令 A =
⋃∞

k=1Ak，则在零测集 A外 fyk ↗ fy，因
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此 fy 可测，若令

gk(y) =

∫
Rd1

fyk (x)dx, g(y) =

∫
Rd1

fy(x)dx (2.126)

则 gk ↗ g，g可测，再次使用单调收敛定理有

lim
k→∞

∫
Rd2

gk(y)dy =

∫
Rd2

g(y)dy, (2.127)

而由 Fubini定理可得 ∫
Rd2

gk(y)dy =

∫
Rd

fk(x, y)dxdy, (2.128)

取极限得 ∫
Rd2

g(y)dy =

∫
Rd

f(x, y)dxdy, (2.129)

对于可测集 E，若取 f = χE，则利用 Tonelli定理可得如下推论

推论 2.7

♥

设 E 为 Rd1 × Rd2 中的可测集，则对 a.e.的 y ∈ Rd2，切片

Ey = {x ∈ Rd1 : (x, y) ∈ E} (2.130)

在 Rd1 中可测，并且m(Ey)是一个关于 y的可测函数，满足

m(E) =

∫
Rd2

m(Ey)dy. (2.131)

命题 2.12

♠
设 E = E1 × E2 为 Rd = Rd1 × Rd2 中的可测集，且m∗(E2) > 0，则 E1 可测.

证明 根据 Fubini定理，存在零测集 A ⊂ Rd2，在 Ac 中 Ey 可测，而

0 < m∗(E2) ⩽ m∗(E2 ∩A) +m∗(E2 ∩Ac) = m∗(E2 ∩Ac), (2.132)

故 E2 ∩Ac 不为空，因此取 y ∈ E2 ∩Ac 可知 χEy (x) = χE(x, y) = χE1
(x)，故 E1 = Ey 可测.

为了得到反过来的结论，首先考虑如下引理

引理 2.5

♥

设 E1 ⊂ Rd1 , E2 ⊂ Rd2，则

m∗(E1 × E2) ⩽ m∗(E1)m∗(E2). (2.133)

注下面的证明中仅考虑二者外测度有限的情形，由此出发也容易证明当E1零测时E1×E2零测（即使m∗(E2) =

∞）.
证明 对任意 ε > 0，取矩形列 Qk, Q

′
k 使得

E1 ⊂
∞⋃
k=1

Qk, E2 ⊂
∞⋃
k=1

Q′
k, (2.134)

∞∑
k=1

|Qk| ⩽ m∗(E1) + ε,

∞∑
k=1

|Q′
k| ⩽ m∗(E2) + ε, (2.135)

此时 E ⊂
⋃∞

k,lQk ×Q′
l，因此

m∗(E) ⩽
∞∑

k,l=1

|Qk ×Q′
l| (2.136)

=

( ∞∑
k=1

|Qk|

)( ∞∑
l=1

|Q′
l|

)
(2.137)
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2.3 Fubini定理

⩽ (m∗(E1) + ε)(m∗(E2) + ε), (2.138)

令 ε→ 0，得证.

命题 2.13

♠

设 E1 ⊂ Rd1 , E2 ⊂ Rd2 可测，则 E = E1 × E2 可测，并且

m(E) = m(E1)×m(E2). (2.139)

证明 只需证明 E可测，则根据 Fubini定理可以得到乘积关系.取Gδ 集 F1 ⊃ E1, F2 ⊃ E2使得 F1−E1, F2−E2

零测，断言 F1 × F2 也为 Gδ 集（表示为开集交，合并即得），则

m∗(F1 × F2 − E1 × E2) ⩽ m∗(F1 − E1)m∗(F2 − E2) = 0, (2.140)

故 E1 × E2 = E 可测.

推论 2.8

♥
设 f 为 Rd1 中的可测函数，则 f̃(x, y) = f(x)在 Rd 中可测.

证明 注意到 {f̃ > a} = {f > a} × Rd2 即得.

推论 2.9

♥

设 f 为 Rd 中的非负函数，定义

A = {(x, y) : 0 ⩽ y ⩽ f(x)} = {y ⩾ 0} ∩ {y ⩽ f(x)}, (2.141)

则 f 可测当且仅当 A可测，该条件满足时有∫
Rd

f(x)dx = m(A). (2.142)

证明 设函数 F (x, y) = y − f(x)，若 f 可测则 F 可测，因此 {F ⩽ 0} = {y ⩽ f(x)}为可测集，进而 A可测.
反之设 A 可测，则 Ay 几乎个个可测，因此对任意 a ⩾ 0，取 an ↗ a，使得 Aan = {f ⩾ an} 可测，则

{f ⩾ an} ↘ {f ⩾ a}可测，即 f 可测.进一步由于 f(x) = m(Ax)，根据 Fubini定理可得∫
Rd

f(x)dx = m(A). (2.143)

上面的定理可以得到一个推论：若 f 可测，则 Γ = {F = 0}为零测集（同样利用 Fubini定理）.

命题 2.14

♠
设 E ⊂ Rd 可测，定义 Ẽ = {(x, y) : x− y ∈ E} ⊂ R2d，则 Ẽ 可测.

证明 证法 1：考虑矩阵

A =

(
In −In

In

)
, (2.144)

设

Ẽ′ = {(x′, y′) ∈ R2d : (x′, y′)T = A(x, y)T , (x, y) ∈ Ẽ} = {(x− y, y) : (x, y) ∈ Ẽ}, (2.145)

由于 Ẽ = {(x, y) : x− y ∈ E}，因此

Ẽ′ = {(x′, y′) : x′ ∈ E} = E × Rd, (2.146)

因此 Ẽ′ 可测，故 Ẽ 可测.
证明 证法 2（Stein）：断言若 E 为开集，则 Ẽ 为开集，显然可测；若 E 为 Gδ 集，则 Ẽ 也为 Gδ 集.若 E 为零
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2.4 Fourier变换的简单讨论

测集，则取 Gδ 集 G ⊃ E，易知 G̃ ⊃ Ẽ 且 G̃可测，取紧集 Bk = {|y| < k}，利用 Tonelli定理可得

m(G̃ ∩Bk) =

∫
Bk

χG̃ (2.147)

=

∫
Bk

(∫
Rd

χy

G̃
(x)dx

)
dy (2.148)

=

∫
Bk

(∫
Rd

χG(x− y)dx

)
dy (2.149)

= m(G)m(Bk) (2.150)

= 0 (2.151)

由于 G̃ ∩Bk ↗ G̃，故 G̃零测，即得 Ẽ 零测.
综上，一般可测集 E 可分解为 Gδ 集与零测集的并，故命题成立.

推论 2.10

♥
若 f(x)可测，则函数 f̃(x, y) = f(x− y)可测.

证明 f 可测说明 Ea = {f > a}可测，则根据上述命题有

{f̃ > a} = {(x, y) : x− y ∈ Ea} (2.152)

可测，得证.

2.4 Fourier变换的简单讨论
对于函数 f，可以定义其 Fourier变换与逆变换为

f̂(ξ) =

∫
Rd

f(x)e−2πix·ξdx, f(x) =

∫
Rd

f̂(ξ)e2πix·ξdξ, (2.153)

如今借助 Lebesgue积分理论，可以很方便地讨论其基本性质.

命题 2.15

♠
若 f ∈ L1(Rd)，则其 Fourier变换 f̂ 在 Rd 中连续有界.

证明 放缩可得有界性：|f̂(ξ)| ⩽ ||f ||L1，另外由于

lim
ξ→ξ0

f(x)e−2πix·ξ = f(x)e−2πix·ξ0 , |f(x)e−2πix·ξ| ⩽ |f(x)|, (2.154)

根据控制收敛定理可得

lim
ξ→ξ0

f̂(ξ) = lim
ξ→ξ0

∫
Rd

f(x)e−2πix·ξdx =

∫
Rd

f(x)e−2πix·ξ0dx = f̂(ξ0), (2.155)

故 f̂ 连续.
尽管 f̂ 有许多良好的性质，但它未必处于 L1 空间中，为了讨论 Fourier逆变换公式，可以给出如下定理：

定理 2.9

♥
若 f, f̂ ∈ L1(Rd)，则 Fourier逆变换公式几乎处处成立.

推论 2.11

♥
若 f̂(ξ) ≡ 0，则 f = 0, a.e..

为了证明上述定理，首先给出一个引理.
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2.4 Fourier变换的简单讨论

引理 2.6 (乘积公式)

♥

若 f, g ∈ L1(Rd)，则 ∫
Rd

f̂(ξ)g(ξ)dξ =

∫
Rd

f(x)ĝ(x)dx. (2.156)

证明 设 F (ξ, y) = g(ξ)f(y)e−2πiy·ξ，则 F (ξ, y) ∈ L1，首先根据 Tonelli定理有∫
R2d

|F | =
∫
Rd

|g(ξ)|dξ
∫
Rd

|f(y)|dy = ||g||L1 ||f ||L1 <∞, (2.157)

故 F ∈ L1(R2d)，因此再根据 Fubini定理可得∫
Rd

f̂(ξ)g(ξ)dξ =

∫
Rd

(∫
Rd

F (ξ, y)dy

)
dξ =

∫
Rd

(∫
Rd

F (ξ, y)dξ

)
dy =

∫
Rd

f(x)ĝ(x)dx.

下面证明反演公式，考虑函数Kδ(x) = δ−d/2e−π|x|2/δ，δ > 0，则简单计算可得

K̂δ(ξ) = e−πδ|ξ|2 ,
̂̂
Kδ(x) = Kδ(x) (2.158)

这里的Kδ 是一个“好核”，即其满足∫
Rd

Kδ(y)dy = 1, lim
δ→0+

∫
|y|>η

Kδ(y)dy = 0, δ → 0. (2.159)

并且根据 Fourier变换的平移性质可知

g(ξ) = e2πix·ξK̂δ(ξ) 7−→ Kδ(x− y), (2.160)

因此根据乘积公式有 ∫
Rd

f(y)Kδ(x− y)dy =

∫
Rd

f̂(ξ)e−πδ|ξ|2e2πix·ξdξ, (2.161)

若 f̂ ∈ L1，则借助控制收敛定理，当 δ → 0时右式收敛于∫
Rd

f̂(ξ)e2πix·ξdξ, (2.162)

接着考虑左式，设差值

∆δ(x) =

∫
Rd

f(y)Kδ(x− y)dx− f(x) =

∫
Rd

(f(x− y)− f(x))Kδ(y)dy, (2.163)

|∆δ(x)| ⩽
∫
Rd

|f(x− y)− f(x)|Kδ(y)dy, (2.164)

对 x积分，并使用 Tonelli定理可得

||∆δ|| ⩽
∫
Rd

||fy − f ||Kδ(y)dy, (2.165)

其中 fy(x) = f(x− y)，根据平移函数在 L1 中的连续性，对任意 ε > 0，可取 η > 0使得对任意 |y| < η都
有 ||fy − f || < ε，则

||∆δ|| ⩽ ε+

∫
|y|>η

||fy − f ||Kδ(y) ⩽ ε+ 2||f ||
∫
|y|>η

Kδ(y), (2.166)

由于 ||f || <∞，因此合理选择 δ可使得第二项小于 ε，即得

lim
δ→0

||∆δ|| = 0, (2.167)

根据 Riesz-Fischer定理，∆δ 存在子列 ∆δn 几乎处处收敛到 0，也就是说几乎处处 x有

f(x) = lim
n→∞

∫
Rd

f(y)Kδn(x− y)dy = lim
n→∞

∫
Rd

f̂(ξ)e−πδn|ξ|2e2πix·ξdξ =

∫
Rd

f̂(ξ)e2πix·ξdξ. (2.168)

得证.
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第 3章 微分与积分

3.1 积分的微分
考虑 [a, b]上的可积数 f，令

F (x) =

∫ x

a

f(y)dy, a ⩽ x ⩽ b, (3.1)

一个自然的问题是是否有 F ′(x) = f(x)，根据导数的定义可得

F (x+ h)− F (x)

h
=

1

h

∫ x+h

x

f(y)dy =
1

|I|

∫
I

f(y)dy, (3.2)

这里 I = (x, x+ h)，上面的积分实际上表示 f 在 I 中的平均值，我们期望在区间充分小时有

lim
|I|→0,x∈I

1

|I|

∫
I

f(y)dy = f(x). (3.3)

这种表示可以轻松推广到高维，只需将 I 替换为球 B，即

lim
m(B)→0,x∈B

1

m(B)

∫
B

f(y)dy = f(x)?, (3.4)

上述问题称为平均问题，其中m(B) = vdr
d，r为球半径，vd为单位球体积测度.如果 f 在 x处连续，那么

可以得到非常好的结果：对任意 ε > 0，存在 δ > 0，只要 |x− y| < δ就有 |f(x)− f(y)| < ε，因此∣∣∣∣f(x)− 1

m(B)

∫
B

f(y)dy

∣∣∣∣ ⩽ 1

m(B)

∫
B

|f(x)− f(y)| < ε, (3.5)

此时上面的猜测显然成立，事实上，对于一般的情形亦然，下面来讨论这一问题.

3.1.1 Hardy-Littlewood极大函数

定义 3.1 (极大函数)

♣

若 f 可积，则定义其极大函数为

f∗(x) = sup
x∈B

1

m(B)

∫
B

|f(y)|dy, (3.6)

其中 B 为包含 x的球.

下面考虑一些极大函数的性质：

定理 3.1

♥

设 f 在 Rd 上可积，则
1. f∗ 可测.
2. f∗ 几乎处处有限.
3. 对任意 α > 0, A = 3d，f∗ 满足

m({f∗ > α}) ⩽ A

α
||f ||L1 . (3.7)

上面第 3条中的不等式被称为“弱形式”（weak-type），因为它弱于 L1 空间中的 Chebychev不等式，即

m({|g| > α}) ⩽ 1

α
||g||L1 . (3.8)

不过弱形式中的常数 A通常无关紧要，因为它只与维数有关.
证明 1.设 Eα = {x ∈ Rd : f∗(x) > α}，若 x ∈ Eα，则存在某个包含 x的开球 B 使得

1

m(B)

∫
B

|f(y)|dy > α, (3.9)



3.1 积分的微分

因此对任何 x′ ∈ B 都有

f∗(x′) ⩾ 1

m(B)

∫
B

|f(y)|dy > α, (3.10)

即 x′ ∈ Eα，Eα 为开集，f∗ 可测.
2.根据 3，令 α→ ∞可知m({f = ∞}) = 0.
上面第三条的证明需要用到一个初等版本的 Vitali覆盖定理，考虑如下引理

引理 3.1

♥

设 B = {B1, · · · , Bn}为 Rd 中的有限开球族，则其中存在不相交的球 Bi1 , · · · , Bij 使得

m

(
n⋃

l=1

Bl

)
⩽ 3d

k∑
j=1

m(Bij ) =

k∑
j=1

m(3Bij ). (3.11)

定理的证明基于这样的观察：设 B,B′为两个相交球，若 rB > rB′，则 B′可以被与 B同心，半径为 3rB 的
球覆盖.
证明 首先取半径最大的球 Bi1，设其半径放大 3倍的同心球为 B̃i1，删去所有与 Bi1 相交的球，因为它们都被
包含在 B̃i1 中.重复这一操作，则可以得到无交球列 Bi1 , · · · , Bik，且它们放大后的球覆盖 B，因此

n⋃
l=1

Bl ⊂
⋃
B̃ij =⇒ m

(
n⋃

l=1

Bl

)
⩽

k∑
j=1

m(B̃ij ) = 3d
k∑

j=1

m(Bij ). (3.12)

下面证明前述定理中的弱 1-1型不等式.
证明 [弱 1-1型不等式]设 Eα = {f∗ > α}，则对任意 x ∈ Eα，存在包含 x的球 Bx 满足

1

m(Bx)

∫
Bx

|f(y)|dy > α, m(Bx) <
1

α

∫
Bx

|f(y)|dy. (3.13)

取定紧集K ⊂ Eα，由于K ⊂
⋃

x∈Eα
Bx，因此存在有限子覆盖K ⊂

⋃n
l=1Bl，根据前面的引理，可以取不

相交的 Bi1 , · · ·Bik 使得

m

(
n⋃

l=1

Bl

)
⩽ 3d

k∑
j=1

m(Bij ), (3.14)

因此

m(K) ⩽ 3d
k∑

j=1

m(Bij ) ⩽
3d

α

k∑
j=1

∫
Bij

|f | = A

α

∫
∪k

j=1 Bij

|f | ⩽ A

α
||f ||L1 , (3.15)

根据K 的任意性，得证.

3.1.2 Lebesgue微分定理

定理 3.2 (Lebesgue微分定理)

♥

若 f 在 Rd 上可积，则

f(x) = lim
m(B)→0

x∈B

1

m(B)

∫
B

f(y)dy, a.e. (3.16)

证明 只需证明，对任意 α > 0，下面的集合零测：

Eα =

x : lim sup
m(B)→0,

x∈B

∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

f(y)dy − f(x)

∣∣∣∣ > 2α

 , (3.17)

固定 α，对任意 ε > 0，存在紧支集连续函数 g满足

||f − g||L1 < ε, (3.18)
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3.1 积分的微分

注意到 ∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

f(y)dy − f(x)

∣∣∣∣ ⩽ 1

m(B)

∫
B

|f(y)− g(y)|+ 1

m(B)

∣∣∣∣∫
B

g(y)dy − g(x)

∣∣∣∣ (3.19)

+ |g(x)− f(x)|, (3.20)

两边取上极限可得

lim sup
m(B)→0,

x∈B

∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

f(y)dy − f(x)

∣∣∣∣ ⩽ (f − g)∗(x) + |f(x)− g(x)|, (3.21)

若令

Aα = {x : (f − g)∗(x) > α}, Bα = {x : |f(x)− g(x)| > α}, (3.22)

则容易发现 Eα ⊂ Aα ∪Bα，借助 Chebychev不等式以及弱 1-1型不等式可得

m(Eα) ⩽ m(Aα) +m(Bα) (3.23)

⩽ A+ 1

α
||f − g||L1 (3.24)

⩽ A+ 1

α
ε, (3.25)

根据 ε任意性可知m(Eα) = 0，得证.
前文的许多讨论都以“可积”为出发点，而函数的可积性是一个全全局概念，而微分只需要考虑点 x邻域

内包含 x的球即可，因此可以定义局部可积的概念.

定义 3.2 (局部可积)

♣
称 f 在 Rd 局部可积，若对任意球 B ⊂ Rd 有 f(x)χB(x)可积，记为 f ∈ L1

loc(Rd).

由此可以得到加强版本的 Lebesgue微分定理.

定理 3.3 (Lebesgue微分定理)

♥

若 f ∈ L1
loc(Rd)，则

f(x) = lim
m(B)→0

x∈B

1

m(B)

∫
B

f(y)dy, a.e. (3.26)

微分定理的首个应用是定义 Lebesgue密度.

定义 3.3 (Lebesgue密度)

♣

若 E ⊂ Rd 为可测集，x ∈ Rd，若

lim
m(B)→0

x∈B

m(B ∩ E)

m(B)
= 1, (3.27)

则称 x在 E 中有 Lebesgue密度.

换句话说，x满足上述条件当且仅当对任意 ε < 1，存在包含 x的球 B使得 E 覆盖 B中占比 α的部分，即

m(B ∩ E) ⩾ αm(B), (3.28)

这也可以理解为，x邻域中的球几乎完全被 E 覆盖.对示性函数 χE 使用微分定理，可以给出如下结论

推论 3.1

♥

设 E ⊂ Rd 可测，则
1. 几乎所有 x ∈ E 在 E 中有 Lebesgue密度.
2. 几乎所有 x /∈ E 在 E 中没有 Lebesgue密度.
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3.1 积分的微分

证明 显然 χE ∈ L1
loc(Rd)，因此

χE(x) = lim
m(B)→0

x∈B

1

m(B)

∫
B

χE(y)dy = lim
m(B)→0

x∈B

m(B ∩ E)

m(B)
, a.e. (3.29)

定义 3.4 (Lebesgue集)

♣

若 f ∈ L1
loc(Rd)，则定义 f 的 Lebesgue集包含所有 x ∈ Rd 使得 f(x)有限且

lim
m(B)→0

x∈B

1

m(B)

∫
B

|f(y)− f(x)|dy = 0. (3.30)

借助 Lebesgue集可以刻画局部可积函数的连续性，注意到 f 的所有连续点都包含在其 Lebesgue集中，并且
当 x在 Lebesgue集中时有

lim
m(B)→0

x∈B

1

m(B)

∫
B

f(y)dy = f(x), (3.31)

可以给出如下推论

推论 3.2

♥

若 f ∈ L1
loc(Rd)，则 Rd 中几乎所有点都包含在 f 的 Lebesgue集中，换句话说几乎处处成立

lim
m(B)→0

x∈B

1

m(B)

∫
B

|f(y)− f(x)|dy = 0. (3.32)

证明 对任意 r ∈ Q，f − r ∈ L1
loc(Rd)，根据 Lebesgue微分定理，存在零测集 Er 使得对任意 x /∈ Er 有

lim
m(B)→0

x∈B

1

m(B)

∫
B

|f(y)− r|dy = |f(x)− r|, (3.33)

设 E =
⋃

r∈QEr，则m(E) = 0，若 x /∈ E 且 f(x)有限，则对任意 ε > 0，存在 r ∈ Q使得 |f(x)− r| < ε，
因此

lim sup
m(B)→0

x∈B

1

m(B)

∫
B

|f(y)− f(x)|dy ⩽ lim sup
m(B)→0

x∈B

1

m(B)

∫
B

|f(y)− r|dy + |f(x)− r| (3.34)

= 2|f(x)− r| (3.35)

< 2ε, (3.36)

根据 ε的任意性可知 x在 f 的 Lebesgue集中，得证.
前面讨论微分都是通过球中的平均进行逼近，因此自然会产生问题：通过其它集族能否得到同样的结果？对

于所有立方体结论同样成立，对于长方体则不然，参见教材本章最后一题（Stein）.

定义 3.5 (规律收缩 (shrink regularly))

♣

一族集合 {Uα}称为在 x处规律收缩（或 bounded eccentricity），若存在 c > 0，对任意 Uα，存在包含 x的
球 B 使得

Uα ⊂ B, m(Uα) ⩾ cm(B). (3.37)

注换句话说，球与规律收缩的集合的测度之比要有一个正的下界.
容易发现立方体是满足这一性质的，但矩形则不然（考虑非常“细”的矩形）.

推论 3.3
设 f ∈ L1

loc，{Uα}在 x处规律收缩，则

lim
m(Uα)→0

x∈Uα

1

m(Uα)

∫
Uα

f(y)dy = f(x) (3.38)
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3.2 好核与恒同逼近

♥对 f 的 Lebesgue集中的点几乎处处成立.

证明 注意到若 x ∈ B,Uα ⊂ B 且m(Uα) ⩾ cm(B)，则
1

m(Uα)

∫
Uα

|f(y)− f(x)|dy ⩽ 1

cm(B)

∫
B

|f(y)− f(x)|dy, (3.39)

两边取上确界得证.
最后做一些过渡，考虑球 Bδ(0)以及规范化的函数（||φδ||L1 = 1）

φδ =
χBδ(0)

m(Bδ(0))
, (3.40)

则 suppφδ = Bδ(0)，对于 f ∈ L1，与之做卷积可得

f ∗ φδ(x) =

∫
Rd

f(x− y)φδ(y)dy (3.41)

=
1

m(Bδ(0))

∫
Bδ(0)

f(x− y)dy (3.42)

=
1

m(Bδ(x))

∫
Bδ(x)

f(y)dy, (3.43)

这种形式已经非常熟悉，Lebesgue微分定理说明

lim
δ→0

f ∗ φδ = f, a.e. (3.44)

也就是说可积函数与 φδ 的卷积可以几乎处处逼近 f，下一节将进一步讨论这一现象.

3.2 好核与恒同逼近

定义 3.6 (好核)

♣

称一族函数 {Kδ : δ > 0}为好核，若
1.
∫
Rd Kδ(x)dx = 1.

2. ||Kδ||L1 ⩽ A <∞.
3. 对任意 η > 0有

lim
δ→0

∫
|x|⩾η

|Kδ(x)|dx = 0. (3.45)

下面考虑一些好核的例子.
例 3.1光滑化子 (Mollifier) 设 φ为一个非负紧支集光滑函数，满足 ||φ||L1 = 1，定义

φδ(x) = δ−dφ(x/δ), (3.46)

则对任意 η > 0，当 δ充分小时有（这是因为紧支集）∫
|x|>η

φδ(x)dx =

∫
|y|>δ−1η

φ(y)dy = 0, (3.47)

此时对任意 f ∈ L1 有

f ∗ φδ(x) =

∫
Rd

f(x− y)φδ(y)dy =

∫
Rd

f(y)φδ(x− y)dy, (3.48)

因此 f ∗φδ 是一个光滑函数，它收敛到 f，这里的 {φδ}称为光滑化子.这也说明了光滑函数在 L1空间中稠
密.
例 3.2热核 (heat kernel) 热核定义为

Ht(x) =
1

(4πt)d/2
e−|x|2/4t, t > 0, (3.49)
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3.2 好核与恒同逼近

考虑热方程

∂tu−∆u = 0, u(x, 0) = f(x), (3.50)

若初值 f 有一些较好的性质，则热核可以根据 f 给出热方程的解

u(x, t) = f ∗Ht(x) (3.51)

例 3.3上半平面的 Poisson核 上半平面的 Poisson核定义为

Py(x) =
1

π

y

x2 + y2
, x ∈ R, (3.52)

这里的参数由 δ变为 y，它可以给出上半平面稳态热方程（Poisson方程）的解.
例 3.4圆盘中的 Poisson核 圆盘上的 Poisson核定义为

1

2π
Pr(x) =

1

2π

1− r2

1− 2r cosx+ r2
, |x| ⩽ π, (3.53)

它可以给出一维稳态热方程的解.
例 3.5Fejer核 Fejer核定义为

1

2π
FN (x) =

1

2πN

sin2(Nx/2)

sin2(x/2)
, (3.54)

它可以用来刻画 Fourier级数的 Cesaro求和.
好核有许多逼近的性质，下面来讨论这一内容.

引理 3.2

♥
设 {Kδ : δ > 0}为好核，f 连续有界，则逐点成立 f ∗Kδ → f .

注事实上，在有界函数的连续点 x处也有 f ∗Kδ(x) → f(x).
证明 根据 f 的连续性，取定 x，对任意 ε > 0，存在 η > 0，只要 |y| ⩽ η就有

|f(x− y)− f(x)| < ε, (3.55)

因此

|f ∗Kδ(x)− f(x)| ⩽
∫
Rd

|f(x− y)− f(x)| |Kδ(y)|dy (3.56)

⩽
∫
|y|<η

|f(x− y)− f(y)| |Kδ(y)|dy +
∫
|y|⩾η

|f(x− y)− f(y)| |Kδ(y)|dy (3.57)

⩽ Aε+ C

∫
|y|⩾η

|Kδ(y)|dy, (3.58)

令 δ → 0得证.

引理 3.3

♥
设 {Kδ : δ > 0}为好核，f ∈ L1，则 f ∗Kδ

L1

→ f .

证明 根据 Fubini定理可得

||f ∗Kδ − f ||L1 =

∫
Rd

|f ∗Kδ(x)− f(x)|dx (3.59)

⩽
∫
Rd

∫
Rd

|f(x− y)− f(x)| |Kδ(y)|dydx (3.60)

=

∫
Rd

(∫
Rd

|f(x− y)− f(x)|dx
)
|Kδ(y)|dy (3.61)

=

∫
Rd

||f − fy||L1 |Kδ(y)|dy, (3.62)
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3.2 好核与恒同逼近

由于 lim
y→0

||f − fy||L1 = 0，因此对任意 ε > 0，存在 η > 0，对任意 |y| ⩽ η有 ||f − fy||L1 < ε，因此

||f ∗Kδ − f ||L1 ⩽
∫
|y|<η

||f − fy||L1 |Kδ(y)|dy +
∫
|y|>η

||f − fy||L1 |Kδ(y)|dy (3.63)

⩽ Aε+ 2||f ||L1

∫
|y|>η

|Kδ(y)|dy, (3.64)

因此当 δ → 0时上述趋于 0.
为了得到更强的逼近，需要对好核的条件进一步加强，由此给出恒同逼近的定义

定义 3.7 (恒同逼近)

♣

设 {Kδ : δ > 0}为一族函数，若其满足：
1.
∫
Rd Kδ(x)dx = 1.

2. 对任意 δ > 0有 |Kδ(x)| ⩽ Aδ−d.
3. 对任意 δ > 0, x ∈ Rd 有 |Kδ(x)| ⩽ Aδ/|x|d+1.

注容易验证恒同逼近都是好核.
对于一般的可积函数，借助恒同逼近可以给出几乎处处的逼近.

定理 3.4

♥

设 {Kδ : δ > 0}为恒同逼近，f ∈ L1，则对任意 f 的 Lebesgue集的点 x有

f ∗Kδ(x) → f(x), (3.65)

也就是说 f ∗Kδ
a.e.→ f .

证明思路还是考虑放缩

|f ∗Kδ(x)− f(x)| ⩽
∫
Rd

|f(x− y)− f(x)| |Kδ(y)|dy, (3.66)

只需证明右边趋于 0，考虑如下引理

引理 3.4

♥

设 f ∈ L1(Rd)，x在 f 的 Lebesgue集中，令

A(r) =
1

rd

∫
|y|⩽r

|f(x− y)− f(x)|dy, r > 0, (3.67)

则 A连续有界，且 A(r) → 0(r → 0).

证明 根据2.3的绝对连续性可证 A的连续性；x在 f 的 Lebesgue集中说明 lim
r→0

A(r) = 0（注意到 m(Br(0)) =

vdr
d），即 A在 0 < r ⩽ 1有界，而当 r > 1时

A(r) ⩽ 1

rd

∫
|y|⩽r

|f(x− y)|dy + 1

rd

∫
|y|⩽r

|f(x)|dy (3.68)

⩽ r−d||f ||L1 + vd|f(x)|, (3.69)

显然有界.
回到定理的证明，积分可以分解为两部分∫

Rd

|f(x− y)− f(x)| |Kδ(y)|dy =

∫
|y|⩽δ

+

∞∑
k=0

∫
2kδ<|y|⩽2k+1δ

, (3.70)

第一部分可以根据恒同逼近的定义 2直接放缩∫
|y|⩽δ

|f(x− y)− f(x)| |Kδ(y)|dy ⩽ c

δd

∫
|y|⩽δ

|f(x− y)− f(x)|dy (3.71)

= cA(δ), (3.72)

46



3.3 函数的微分

第二部分的每一个求和项可以由恒同逼近的定义 3放缩∫
2kδ<|y|⩽2k+1δ

|f(x− y)− f(x)| |Kδ(y)|dy ⩽ cδ

(2kδ)d+1

∫
|y|⩽2k+1δ

|f(x− y)− f(y)|dy (3.73)

⩽ c′/2k

(2k+1δ)d

∫
|y|⩽2k+1δ

|f(x− y)− f(y)|dy (3.74)

⩽ c′2−kA(2k+1δ), (3.75)

综上可得

|f ∗Kδ(x)− f(x)| ⩽ cA(δ) + c′
∞∑
k=0

2−kA(2k+1δ) (3.76)

注意到 A有界，对任意 ε > 0，可取充分大的 N 使得
∑

k⩾N 2−k < ε，再令 δ足够小，由 A在 0处的连续
性可使

A(2kδ) <
ε

N
, k = 0, 1, · · · , N − 1, (3.77)

因此可取充分小的 δ使得

|f ∗Kδ(x)− f(x)| ⩽ Cε, (3.78)

定理得证.

定理 3.5

♥

设 {Kδ : δ > 0}为恒同逼近，f ∈ L1，则对任意 δ > 0，f ∗Kδ(x)可积，且有

f ∗Kδ
L1

→ f. (3.79)

定理的证明与上一章中讨论 Fourier变换时的操作类似.

3.3 函数的微分
本节讨论这样的问题：那些函数 F（几乎处处）可微，且满足等式

F (b)− F (a) =

∫ b

a

F ′(x)dx, (3.80)

下面讨论更大的一类函数：有界变差函数.

3.3.1 有界变差函数

定义 3.8 (可求长曲线)

♣

设 γ(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [a, b]为一条平面参数曲线，其中 x, y为 [a, b]上的连续实值函数，称 γ是可求长
的，若存在M <∞使得对任意分割 π : a = t0 < t1 < · · · < tN = b有

N∑
k=1

|γ(tk)− γ(tk−1)| ⩽M. (3.81)

定义其长度为

L(γ) = sup
π

N∑
j=1

|γ(ti)− γ(ti−1)|. (3.82)

注另一方面，L(γ)也可以看作是满足前一式的M 的下确界.
上述定义具有非常清楚的几何直观，这实际上就是在用折线逼近 γ，用折线的长度逼近 L(γ).

47



3.3 函数的微分

图 3.1: 折线逼近

由此自然产生问题：x, y满足何种解析性质时对应的 γ 可求长？在微积分中一个熟知的计算公式为

L(γ) =

∫ b

a

√
x′(t)2 + y′(t)2dt, (3.83)

那么 x, y是否一定需要可微？讨论这一问题的关键就是本节的主角：有界变差函数.

定义 3.9 (有界变差函数)

♣

对于 [a, b]上的复值函数 F 以及一个分割 π : a = t0 < t1 < · · · < tN = b，可以定义 F 关于这一分割的变
差为

Sπ =

N∑
k=1

|F (tk)− F (tk−1)|, (3.84)

若 F 对任意分割 π 的变差存在一致的上界 M < ∞，则称 F 为 [a, b] 上的有界变差函数，记为 f ∈
BV ([a, b]).

注
1. 有界变差与可求长曲线的定义很像，但前者并没有要求 F 是连续的.
2. 称分割 π′ 为 π的一个 refinement，若 F 在 π′ 下的变差不小于 π下的变差.
3. 若固定闭区间 [a, b]，则其上有界变差函数的全体构成一个线性空间.

定理 3.6

♥
曲线 γ(t) = (x(t), y(t))可求长当且仅当 x, y为有界变差函数.

证明 令 F (t) = x(t) + iy(t)，注意到

|F (tk)− F (tk−1)| ⩽ |x(tk)− x(tk−1)|+ |y(tk)− y(tk−1)| ⩽ 2|F (tk)− F (tk−1)|. (3.85)

事实上，有界变差函数的振荡不会很大，考虑下面的例子.
例 3.6若 F 为实值单调（递增）有界函数，则

N∑
k=1

|F (tk)− F (tk−1)| = F (b)− F (a) <∞, (3.86)

F 显然为有界变差函数.
例 3.7若 F 处处可微，F ′ 有界，则由中值定理可知存在M <∞使得

|F (x)− F (y)| ⩽M |x− y|, (3.87)

因此
N∑

k=1

|F (tk)− F (tk−1)| ⩽M(b− a) <∞, (3.88)

此时 F 也为有界变差函数.
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3.3 函数的微分

上面的条件可以减弱到 Lipschitz条件，即存在M 使得对任意 x, y ∈ [a, b]有

|F (x)− F (y)| ⩽M |x− y|, (3.89)

但另一方面，如果不假设 F ′ 的有界性，结论可能不成立.
例 3.8设 a, b > 0，函数

F (x) =

x
a sin(x−b), 0 < x ⩽ 1,

0, x = 0
(3.90)

则 F 为有界变差函数当且仅当 a > b.

图 3.2: 三种情形

回到上面的第一个例子，它看起来很简单，但实际上借助单调函数就能很好地刻画有界变差函数，首先定
义全变差.

定义 3.10 (全变差)

♣

对于函数 f，定义其在 [a, x] ⊂ [a, b]上的全变差为

Tf (a, x) = sup
π

N∑
k=1

|f(tk)− f(tk−1)|, (3.91)

这里 π为 [a, x]的分割.

注易知，f 为 [a, b]上的有界变差函数当且仅当 Tf (a, b)有限.
全变差有很强的几何意义，若将 f 看作一条“曲线”，则 Tf (a, b)实际上对应了 f 在 [a, b]部分的“长度”.

命题 3.1

♠

若 f ∈ BV ([a, b])，则对任意 c ∈ [a, b]有

Tf (a, c) + Tf (c, b) = Tf (a, b). (3.92)

注上述命题有对应的几何意义：曲线可以分为两部分，分别求长度得到总长.
证明 任意 [a, c], [c, b]的划分可以合并为 [a, b]上的划分，因此 Tf (a, c) + Tf (c, b) ⩽ Tf (a, b)；对任意 [a, b]的划分
π : a = t0 < · · · < tn = b，设 c ∈ [tm, tm+1]，则

|f(tm+1)− f(tm)| ⩽ |f(tm+1)− f(c)|+ |f(c)− f(tm)|, (3.93)
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3.3 函数的微分

故 π可加细、拆分为 [a, b], [b, c]上的划分，即得
n∑

k=1

|f(tk)− f(tk−1)| ⩽ Tf (a, c) + Tf (b, c), (3.94)

对左边取上确界得证.
借助全变差可以立即得到一个很棒的分解：

f(x) = Tf (a, x)− (Tf (a, x)− f(x)), (3.95)

显然 Tf (a, x)单调递增，下面证明另一个也单调递增.

命题 3.2

♠
Tf (a, x)− f(x)单调递增.

证明 只需证明对任意 x < y有

Tf (a, x)− f(x) ⩽ Tf (a, y)− f(y) ⇔ f(y)− f(x) ⩽ Tf (x, y), (3.96)

根据三角不等式，这是显然的.

推论 3.4

♥
f 为 [a, b]上的有界变差函数，当且仅当 f 可以分解为两个有界单值函数的差.

也就是说，对于有界变差函数的研究很多时候可以归结到单调函数上.
下面考虑 Tf 的连续性，首先易知，Tf (a, x)在 c处连续当且仅当同时成立

lim
x→c+

Tf (a, x) = Tf (a, c) ⇔ lim
x→c+

Tf (c, x) = 0, (3.97)

lim
x→c−

Tf (a, x) = Tf (a, c) ⇔ lim
x→c−

Tf (x, c) = 0, (3.98)

这里考虑了一个与 Tf (a, x)对称的全变差 Tf (x, c)，而在上面的条件下，对任意 δ > 0有

|f(c+ δ)− f(c)| ⩽ Tf (c, c+ δ), |f(c− δ)− f(c)| ⩽ Tf (c− δ, c), (3.99)

令 δ → 0可得 f 在 c处的连续性，事实上，反过来也是成立的，考虑如下引理

引理 3.5

♥

设 f 为 [a, b]上的有界变差函数，则 f 在 c ∈ [a, b]连续当且仅当

lim
x→c+

Tf (c, x) = 0, lim
x→c−

Tf (x, c) = 0, (3.100)

当 c为端点时，只考虑单侧极限.

证明 只证明右极限式.设 f 在 c处连续，若 lim
x→c+

Tf (c, x) = ε > 0，则存在 δ > 0使得对任意 x ∈ (c, c+ δ)有

|f(c)− f(x)| < 1

10
ε,

9

10
ε ⩽ Tf (c, x) ⩽

11

10
ε, (3.101)

取 [c, c+ δ]的分割 π使得

Sπ ⩾ Tf (c, c+ δ)− 1

10
ε ⩾ 8

10
ε, (3.102)

则有

Sπ = |f(t1)− f(c)|+
N∑

k=2

|f(tk)− f(tk−1)| ⩽
1

10
ε+ Tf (t1, c+ δ) ⇒ Tf (t1, c+ δ) ⩾ 7

10
ε, (3.103)

t1 ∈ (c, c+ δ)，因此根据一开始的估计有
11

10
ε ⩾ Tf (c, c+ δ) = Tf (c, t1) + Tf (t1, c+ δ) ⩾ 9

10
ε+

7

10
ε =

16

10
ε, (3.104)

矛盾，故 ε = 0.

50



3.3 函数的微分

回到曲线的情形，设 γ 为 [a, b] 上的可求长曲线，则对任意 A ⩽ B ∈ [a, b] 可定义长度函数 L(A,B) =

TF (A,B)，这里 F (t) = x(t) + iy(t)，则对任意 C ∈ [A,B]有

L(A,C) + L(C,B) = L(A,B). (3.105)

事实上，这里定义的函数 L关于 A,B都是连续的，这根据前面的引理立得，但是这里还是给出一个书上的
证明.

首先证明第二个变量的连续性，取 [A,B]的分割 π : A = t0 < · · · < tN = B 使得

Sπ

N∑
k=1

|F (tk)− F (tk−1)| ⩾ L(A,B)− ε/2, (3.106)

根据 F 的连续性，只要 B1 与 B 充分接近就有

|F (B1)− F (B)| < ε/2, (3.107)

考虑分割 π′ : A = t0 < · · · < tN−1 < B1（并记分点为 s0, · · · , sN = B1），则
N∑

k=1

|F (sk)− F (sk−1)| =
N∑

k=1

|F (tk)− F (tk−1)|+ |F (B1)− F (tN−1)| − |F (B)− F (tN−1)| (3.108)

⩾
N∑

k=1

|F (tk)− F (tk−1)| − |F (B1)− F (B)| (3.109)

⩾ L(A,B)− ε, (3.110)

由此可得 L(A,B1) ⩾ L(A,B)− ε，即 L关于 B 左连续，右连续的证明是类似的，对于另一个分量亦然.
下面的定理是微分学的一个重要结论.

定理 3.7

♥
若 F 为 [a, b]上的有界变差函数，则 F 几乎处处可微.

由于有界变差函数可以分解为两个单调函数的差，因此只需证明单调函数几乎处处可微.

定理 3.8 (Lebesgue)

♥

设 f 为 [a, b]上的单增函数，则
1. f ′ 几乎处处存在.
2. f ′ 可以看作 [a, b] → [0,+∞]的函数，f ′ 可积，且有∫ b

a

f ′ ⩽ f(b)− f(a). (3.111)

3. f ′ 几乎处处有限.

作为准备工作，下面考虑一些覆盖定理.

小的补充

最后补充一点，有界变差函数的单调分解并不是唯一的，也可以通过正/负变差进行分解，对于实值函数 F，
可以定义其正/负变差为

PF (a, x) = sup
∑
(+)

[F (tk)− F (tk−1)], NF (a, x) = sup
∑
(−)

−[F (tk)− F (tk−1)] (3.112)

即分别取使得 F (tk) ⩾ F (tk−1), F (tk) ⩽ F (tk−1)成立的 [tk−1, tk]，再对所有分割取上确界.
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引理 3.6

♥

设 F 为 [a, b]上的实值有界变差函数，则对任意 x ∈ [a, b]有

F (x)− F (a) = PF (a, x)−NF (a, x), (3.113)

TF (a, x) = PF (a, x) +NF (a, x). (3.114)

证明 根据上确界的定义，对任意 ε > 0，存在分割 π : a = t0 < · · · < tN = x满足∣∣∣∣∣∣PF (a, x)−
∑
(+)

[F (tk)− F (tk−1)]

∣∣∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣∣∣NF (a, x)−
∑
(−)

−[F (tk)− F (tk−1)]

∣∣∣∣∣∣ , < ε (3.115)

注意到

F (x)− F (a) =
∑
(+)

F (tk)− F (tk−1)−
∑
(−)

−[F (tk)− F (tk−1)], (3.116)

因此有

|[F (x)− F (a)]− [PF (a, x)−NF (a, x)]| < 2ε, (3.117)

第一条得证.注意到
N∑

k=1

|F (tk)− F (tk−1)| =
∑
(+)

F (tk)− F (tk−1) +
∑
(−)

−[F (tk)− F (tk−1)], (3.118)

两边取上确界有 TF ⩽ PF +NF，如果只对左边取上确界可得∑
(+)

F (tk)− F (tk−1) +
∑
(−)

−[F (tk)− F (tk−1)] ⩽ TF (a, x), (3.119)

再对左边依次取上确界即得 PF +NF ⩽ TF，得证.
对于有界变差函数 F，若令

F1(x) = F (a) + PT (a, x), F2(x) = NT (a, x), (3.120)

则 F = F1 − F2，且 F1, F2 均为有界单增函数，这就给出了另一种单调分解.

3.3.2 Vitali覆盖定理

在证明 Hardy-Littlewood极大函数的弱型不等式时，我们曾证明过这样的覆盖定理：

定理 3.9 (有限覆盖定理)

♥

设 F 为 Rd 上的有限开球族，则存在子族 G ⊂ F 使得⋃
B∈F

B ⊂
⋃
B∈G

3B. (3.121)

其证明思路是不断取最大球，扩大并删去一些小球，其中的系数 ”3”来自于一个几何上的观察，也即如下
引理

引理 3.7

♥
设球 B ∩B′ 6= ∅, r(B′) ⩽ Lr(B)，则 B′ ⊂ (2L+ 1)B.

证明 画图，根据三角不等式可得.
下面考虑一个无穷情形的覆盖定理.
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3.3 函数的微分

定理 3.10 (无穷覆盖引理)

♥

设 F 为无穷开球族，半径一致小于 R <∞，则存在子族 G使得⋃
B∈F

B ⊂
⋃
B∈G

5B. (3.122)

注这里的系数 5可以优化为 3 + ε，ε > 0.
证明 令

Fn = {B ∈ F : R/2n < r(B) ⩽ R/2n−1}, (3.123)

下面分三步构造出所需子族.
Step 1.根据 Zorn引理，取 G1 ⊂ F1，这里 G1 为 F1 中所有不相交球子集的极大元.
Step 2.设已选出了 Gi ⊂ Fi, 1 ⩽ i ⩽ n− 1，定义

Hn = {B ∈ Fn : B ∩B′ = ∅, ∀B′ ∈
n−1⋃
i=1

Gi}, (3.124)

取 Gn ⊂ Hn，这里 Gn 为 Fn 中所有不相交球子集的极大元.
下证 G =

⋃∞
i=1Gi 满足要求，显然其中球两两不相交，对任意 B ∈ Fn，分如下情况讨论

1. 若 B /∈ Hn，则存在 B′ ∈
⋃n−1

i=1 Gi 使得 B ∩B′ 6= ∅，而 r(B) ⩽ r(B′)，由上一条引理可知 B ⊂ 3B′.
2. 若 B ∈ Gn，则 B ⊂ B.
3. 若 B ∈ Hn, B /∈ Gn，则存在 B′ ∈ Gn使得 B′ ∩B 6= ∅，根据 Fn的划分有 r(B) ⩽ 2r(B′)，因此 B ⊂ 5B′.

定义 3.11 (Vitali覆盖)

♣

给定子集 E ⊂ Rd，称闭球族 F 为 E的一个 Vitali覆盖，若对任意 x ∈ E, ε > 0，存在 B ∈ F 使得 x ∈ B

且 r(B) < ε.

直观而言，Vitali覆盖是指 E 的任一点都有半径任意小的圆盘覆盖.

引理 3.8 (Vitali覆盖引理)

♥

设 F 为集合 E ⊂ Rd 的 Vitali覆盖，则存在无交球构成的子族 G ⊂ F 几乎处处覆盖 E，也即

m∗

(
E −

⋃
B∈G

B

)
= 0. (3.125)

注该定理对 E 的可测性没有要求.
证明 根据 Vitali覆盖的定义，可不妨设 F 中的球半径不超过 1，根据无穷覆盖引理，存在子族 G ⊂ F 满足对应
的覆盖性质，只需证明对任意 R > 0有

m∗

(
BR(0) ∩ (E −

⋃
B∈G

B)

)
= 0, (3.126)

则取 R为正整数，根据外测度的可数次可加性可知所求外测度为 0.
定义 G′ = {B ∈ G : B ∩BR(0) 6= ∅}，则对任意 B ∈ G′ 有 B ⊂ BR+2(0)，根据 G中球的无交性可得

m

( ⋃
B∈G′

B

)
⩽ m(BR+2(0)) <∞, (3.127)

对任意 δ > 0，考虑

G′
1 = {B ∈ G′ : r(B) ⩾ δ}, G′

2 = G′ −G′
1, (3.128)

则 |G′
1| <∞（其中所有球有界无交，数量有限），因此对任意 ε > 0，存在 δ > 0使得（对应的 G′

1, G
′
2）

m(G′
2) =

∑
B∈G′

2

m(B) < ε, (3.129)
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同时K =
⋃

B∈G′
1
B为紧集，则对任意 x ∈ BR(0)∩ (E−

⋃
B∈GB)，由 Vitali覆盖的定义知存在B ∈ F 使得

x ∈ B ⊂ BR(0), B ∩K = ∅, (3.130)

进一步存在 B′ ∈ G，使得

B′ ∩B 6= ∅, B ⊂ 5B′, (3.131)

由于 B′ ∩ BR(0) 6= ∅（因为 B ⊂ BR(0)，B,B′ 有交），因此 B′ ∈ G′ = G′
1 t G′

2，而 B′ ∩ K = ∅ 说明
B′ ∈ G′

2，因此 G′
2 中的五倍球构成了 BR(0) ∩ (E −

⋃
B∈GB)的覆盖，计算外测度有

m∗

(
BR(0) ∩ (E −

⋃
B∈G

B)

)
⩽
∑

B∈G′
2

m(5B) < 5dε, (3.132)

根据 ε的任意性得证.

推论 3.5

♥

设m∗(E) <∞，F 为 E 的 Vitali覆盖，则对任意 ε > 0，存在无交球构成的有限子族 G使得

m

(
E −

⋃
B∈G

B

)
< ε. (3.133)

证明 存在开集 U ⊃ E 使得m(U) ⩽ m∗(E) + 1 <∞，定义 F ′ = {B ∈ F : B ⊂ U}，则 F ′也是 E 的一个 Vitali
覆盖（刚开始），根据 Vitali覆盖引理，存在无交球族 G′ ⊂ F ′使得m∗(E −

⋃
B∈G′ B) = 0，且存在 δ > 0，使得∑

B∈G′,r(B)<δ

m(B) < ε, (3.134)

定义 G = {B ∈ G′ : r(B) ⩾ δ}，由于

E ∩Gc
1 = (E ∩Gc

1 ∩Gc
2) t (E ∩Gc

1 ∩G2) ⊂ (E − (G1 ∪G2)) t (E ∩G2) (3.135)

上面 G1, G2 分别表示 G,G′ −G中所有球之并，因此

m∗

(
E −

⋃
B∈G

B

)
⩽ m∗

(
E −

⋃
B∈G′

B

)
+m∗

E ∩
⋃

B∈G′,r(B)<δ

B

 ⩽ 0 + ε, (3.136)

得证.
下面回到 Lebesgue微分定理.

定理 3.11 (Lebesgue)

♥

设 f 为 [a, b]上的单增函数，则
1. f ′ 几乎处处存在，几乎处处有限.
2. f ′ 可测，可积且 ∫ b

a

f ′ ⩽ f(b)− f(a). (3.137)

1 ⇒ 2可定义 fn(x) = n(f(x+ 1/n)− f(x))（若 x+ 1/n > b则取 f(x+ 1/n) = b），则 fn几乎处处收敛到
f ′，故 f 可测，由 Fatou引理可知∫ b

a

f ′ ⩽ lim inf
n→∞

∫ b

a

fn = lim inf
n→∞

n

∫ b

a

(f(x+ 1/n)− f(x))dx ⩽ f(b)− f(a). (3.138)

因此只需证明 1.对于函数 f，其在一点的导数（若存在）定义为

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
, (3.139)

仿照借助上下极限研究极限的存在性，这里引入 Dini导数来讨论 f 在某一点导数的存在性.
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定义 3.12 (Dini导数)

♣

记 ∆hf = (f(x+ h)− f(x))/h，定义

D+f = lim sup
h→0+

∆hf, D+f = lim inf
h→0+

∆hf, (3.140)

D−f = lim sup
h→0−

∆hf, D−f = lim inf
h→0−

∆hf, (3.141)

分别称为 f 在一点的右上/下导数，左上/下导数.

注
1. 显然 D+f ⩽ D+f,D−f ⩽ D−f .
2. 若 D+f = D+f = D−f = D−f，则 f ′ 存在.
下面证明 Lebesgue微分定理的第一条.
定义

E1 = {D+f > D−f}, E2 = {D−f > D+f}, (3.142)

则对 x ∈ (E1 ∪ E2)
c，有

D+f ⩽ D−f ⩽ D−f ⩽ D+f ⩽ D+f, (3.143)

即 f 可微，下证 E1, E2 均零测.作可数分解

E1 =
⋃

r,s∈Q

{D+f > r > s > D−f} =
⋃

r,s∈Q

Ar,s (3.144)

下证每个 A = Ar,s 均为零测集，固定 ε > 0，存在开集 U ⊃ A使得

m(U) ⩽ (1 + ε)m∗(A), (3.145)

对任意 x ∈ A有 D−f < s，因此存在序列 hix → 0+ 使得
f(x− hix)− f(x)

−hix
< s⇔ f(x)− f(x− hix) < shix, (3.146)

令

F = {[x− hix, x] ⊂ U : x ∈ A, {hix}}, (3.147)

则 F 是 A的 Vitali覆盖，根据 Vitali覆盖引理的推论，存在有限无交区间
n⋃

i=1

[xi − hi, xi] ⊂ F, m∗

(
A−

n⋃
i=1

[xi − hi, xi]

)
< ε, (3.148)

进而可得
n∑

i=1

(f(xi)− f(xi − hi)) < s

n∑
i=1

hi ⩽ sm(U) ⩽ s(1 + ε)m∗(A), (3.149)

令 B = A ∩
⋃n

i=1(xi − hi, xi)，对任意 y ∈ B，由于 D+f > r，因此存在序列 liy → 0+ 使得

f(y + liy)− f(y) > rliy, (3.150)

令

F ′ = {[y, y + ljy] ⊂
n⋃

i=1

(xi − hi, xi) : y ∈ B, {ljy}}, (3.151)

则 F ′ 为 B 的一个 Vitali覆盖，即存在无交区间
m⋃
j=1

[yj , yj + lj ] ⊂ F ′, m∗

B −
m⋃
j=1

[yj , yj + lj ]

 < ε, (3.152)
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因此
m∑
j=1

(f(yj + lj)− f(yj)) > r

m∑
j=1

lj > r(m∗(B)− ε) > r(m∗(A)− 2ε), (3.153)

而 [yj , yj + lj ] ⊂ (xi − hi, xi)，因此由 f 的单调性可得

LHS ⩽
n∑

i=1

(f(xi)− f(xi − hi)) ⩽ s(1 + ε)m∗(A), (3.154)

令 ε→ 0可得

sm∗(A) ⩾ rm∗(A), (3.155)

s < r说明m∗(A) = 0，得证.
上面是单调函数的结论，下面回到有界变差函数.

推论 3.6

♥

设 f ∈ BV ([a, b])，则 f ′ 几乎处处存在，且∫ b

a

|f ′| ⩽ Tf (a, b). (3.156)

证明 作单调分解（容易验证）

f(x) = Tf (a, x)− (Tf (a, x)− f(x)) (3.157)

=
1

2
(Tf (a, x) + f(x))− 1

2
(Tf (a, x)− f(x)) (3.158)

= f1(x)− f2(x), (3.159)

自然 f ′ 几乎处处存在，由三角不等式有（注意到 f ′1, f
′
2 非负）∫ b

a

|f ′| ⩽
∫ b

a

|f ′1|+ |f ′2| =
∫ b

a

f ′1 +

∫ b

a

f ′2 ⩽ (f1(b)− f1(a)) + (f2(b)− f2(a)) = Tf (a, b). (3.160)

回到一开始的问题，哪些函数满足微积分基本定理（N-L公式），即∫ b

a

f ′ = f(b)− f(a), (3.161)

已经证明单调函数不满足这一等式，那么连续函数是否满足这一结论？考虑如下反例.

定义 3.13 (Cantor-Lebesgue函数)

♣

对于 Cantor集 C，定义

F : C → [0, 1] (3.162)

F (x) = F

( ∞∑
k=1

ak
3k

)
=

∞∑
k=1

ak/2

2k
, (3.163)

x ∈ C当且仅当 x的三进制数码只有 0, 2，因此这样的定义是良好的，再将这一定义延拓到 [0, 1]上，注意
到 [0, 1]− C =

⊔∞
i=1(ai, bi)，注意到 F (ai) = F (bi)，因此定义

F (x) = ai, ∀x ∈ (ai, bi), (3.164)

如上定义的函数 F : [0, 1] → [0, 1]被称为 Cantor-Lebesgue函数.

注容易验证 F 连续且单调递增，F (0) = 0, F (1) = 1.
注意到 F ′ 在 [0, 1]− C 中为 0，而 C 为零测集，因此∫ 1

0

F ′ = 0 6= 1 = F (1)− F (0). (3.165)
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3.3.3 绝对连续函数

定义 3.14 (绝对连续函数)

♣

称 f 为 [a, b]上的绝对连续函数（记为 f ∈ AC([a, b])），若对任意 ε > 0，存在 δ > 0使得对于 [a, b]中互
不相交的区间

Ik = (ak, bk), 1 ⩽ k ⩽ n,

n∑
k=1

|Ik| < δ, (3.166)

有
n∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε. (3.167)

注
1. 考虑 [x, x+ δ]可知绝对连续函数必为连续函数.
2. 绝对连续必为有界变差：对任意 [a′, b′] ⊂ [a, b], b′ − a′ < δ，根据绝对连续的定义可知 Tf (a

′, b′) < ε.因此
取 ε = 1，存在 δ，将 [a, b]分解为若干个长度小于 δ的区间，则 Tf (a, b)就能被控制住.

3. 所有 [a, b]上的绝对连续函数构成一个线性空间.
4. 绝对连续性中的区间个数可以加强到可数，因为每次只需考虑有限个求和，根据任意性可得估计.

例 3.9 Lipschitz函数必为绝对连续函数，因为这一类函数可以通过区间长度控制取值：
n∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| ⩽M

n∑
k=1

(bk − ak) =M

n∑
k=1

|Ik|. (3.168)

例 3.10若 g ∈ L1([a, b])，则 f(x) =
∫ x

a
g为绝对连续函数，因为

n∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| =
n∑

k=1

∣∣∣∣∣
∫ bk

ak

g

∣∣∣∣∣ ⩽
n∑

k=1

∫ bk

ak

|g| =
∫
⊔n

k=1 Ik

|g|, (3.169)

当
∑n

k=1 |Ik|充分小时，上面积分可以充分小（积分的绝对连续性）.
绝对连续函数有我们想要的性质.

定理 3.12

♥

若 f ∈ AC([a, b])，则 ∫ b

a

f ′ = f(b)− f(a). (3.170)

为证明上面的结论，需要考虑两个附加结论：f ′几乎处处存在且在 [a, b]可积，前者可以通过有界变差函数
的条件得到，后者先考虑如下引理.

引理 3.9

♥
设 f ∈ AC([a, b])，则 f ′ = 0, a.e.当且仅当 f 在 [a, b]为常数.

证明 只需证明 f(a) = f(b)，而后对任意 [a, x] ⊂ [a, b]使用这一结论即可.
根据条件，存在 E ⊂ [a, b],m(E) = b− a且在 E 中 f ′ = 0，因此对任意 δ > 0, x ∈ E，存在 ηx > 0使得对

任意包含 x的 [ax, bx]，当其长度 bx − ax ⩽ ηx 时都有

|f(bx)− f(ax)| ⩽ δ(bx − ax), (3.171)

因此 F = {[ax, bx] : x ∈ [ax, bx], bx − ax ⩽ ηx}是 E 的 Vitali覆盖，根据 Vitali覆盖引理，存在互不相交的
区间 Ii = [ai, bi] ∈ F 使得

m

(
E −

n⋃
i=1

Ii

)
< ε⇒

n∑
i=1

|Ii| ⩾ m(E)−m

(
E −

n⋃
i=1

Ii

)
⩾ m(E)− ε = b− a− ε, (3.172)
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因此
n∑

i=1

|f(bi)− f(ai)| ⩽ δ

n∑
i=1

|Ii| = δ(b− a), (3.173)

并且 E′ = [a, b]−
⋃n

i=1 Ii =
⊔m

j=1 I
′
j，其中 I ′j = (xj , yj)为开区间，满足

m∑
j=1

|I ′j | = m

(
E −

n⋃
i=1

Ii

)
⩽ ε, (3.174)

根据绝对连续性的定义可取充分小的 ε使得
m∑
j=1

|f(yj)− f(xj)| < δ, (3.175)

综上可得

|f(b)− f(a)| ⩽
n∑

i=1

|f(bi)− f(ai)|+
m∑
j=1

|f(yj)− f(xj)| ⩽ δ(b− a+ 1), (3.176)

由 δ任意性得证.
下面证明前述定理，由于 f ′ ∈ L1([a, b])，因此 g(x) =

∫ x

a
f ′ ∈ AC([a, b])，根据 Lebesgue 微分定理有

g′ = f ′, a.e.，根据引理有

f(x)− g(x) = f(a)− g(a) = f(a) ⇒ f(x)− f(a) =

∫ x

a

f ′. (3.177)

推论 3.7

♥

f ∈ AC([a, b])当且仅当存在 g ∈ L1([a, b])使得对任意 x ∈ [a, b]有

f(x)− f(a) =

∫ x

a

g. (3.178)

对于有界变差函数有
∫ b

a
|f ′|dx ⩽ Tf (a, b)，而绝对连续函数可以使得该等号成立.

推论 3.8

♥

若 f ∈ AC([a, b])，则 ∫ b

a

|f ′| = Tf (a, b). (3.179)

证明 只需证明左边不小于右边，对任意 [a, b]的分割 π有

Sπ =

m∑
i=1

|f(ti)− f(ti−1)| =
m∑
i=1

∣∣∣∣∣
∫ ti

ti−1

f ′

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ b

a

|f ′|, (3.180)

对左边取上确界得证.
对于有界变差函数有分解

f(x) =
1

2
(Tf (a, x) + f(x))− 1

2
(Tf (a, x)− f(x)), (3.181)

可以证明绝对连续函数的全变差也绝对连续.

引理 3.10

♥
若 f ∈ AC([a, b])，则 Tf (a, x) ∈ AC([a, b]).

证明 对任意无交开区间组 Ik = (ak, bk)有
n∑

k=1

|Tf (a, bk)− Tf (a, ak)| =
n∑

k=1

|Tf (ak, bk)| =
∫
∪

Ik

|f ′|, (3.182)

当 Ik 的总长度足够小时，上面的积分也任意小（可积函数积分的绝对连续性），得证.
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推论 3.9

♥任何绝对连续函数可以分解为两个单增绝对连续函数的差.

下面讨论绝对连续函数的一些几何特性.
对于连续函数 f，它在 [a, b]中必有最小值、最大值（均能取到），再结合中值定理可知 f 将 [a, b]映为 [m,M ]，

这里

m = min
x∈[a,b]

f(x), M = max
x∈[a,b]

f(x). (3.183)

若设 f(s) = m, f(t) =M（不妨设 s < t），则 f([s, t]) = [m,M ]，这时显然有

m(f([s, t])) =M −m = f(t)− f(s) = |f(t)− f(s)|, (3.184)

也就是说 f 像集的测度有时可以通过端点值的差控制.对于绝对连续函数有如下命题：

命题 3.3

♠
若 f ∈ AC([a, b])，E ⊂ [a, b]零测，则m(f(E)) = 0，即 f 将零测集映为零测集.

证明 对于零测集 E ⊂ [a, b]，任意 ε > 0，存在开集 U ⊃ E 使得m(U) < ε，作开区间分解

U =
∞⊔
k=1

Ik,
∞∑
k=1

|Ik| < ε, f(U) =
∞⋃
k=1

f(Ik) ⊂
∞⋃
k=1

f([ak, bk]) (3.185)

根据前面的讨论，存在 [sk, tk] ⊂ [ak, bk]使得

f([ak, bk]) = [mk,Mk] = |f(tk)− f(sk)|, (3.186)

因此

m(f(U)) ⩽
∞∑
k=1

|f(tk)− f(sk)|, (3.187)

这一系列 [sk, tk]内部两两不相交，且其测度可以被控制
∞∑
k=1

|tk − sk| ⩽
∞∑
k=1

|Ik| = m(U) < ε, (3.188)

再利用 f 的绝对连续性，当 ε任意小时m(f(U))可以任意小，得证.
反之考虑不绝对连续的 Cantor-Lebesgue函数，它将 C 映为 [0, 1]，即不将零测集映为零测集.
可测函数将 Borel可测集“拉回”到 Lebesgue可测集，而绝对连续函数可以将可测集映为可测集.

推论 3.10

♥
若 f ∈ AC([a, b])，E ⊂ [a, b]可测，则 f(E)可测.

证明 根据 E 的可测性知存在分解

E =

∞⋃
i=1

Ki ∪ F, (3.189)

其中 Ki 为闭集，F 为零测集（实际上是分解为了一个 Fσ 集与零测集的并），而连续函数将紧集（有界闭
集）映为紧集，故 f(Ki)可测，而 f(F )零测，故 f(E)可测.

反之是否成立？答案是否定的，比如符号函数 f(x) = sgn(x)，那么加上连续的条件又如何？答案还是否定
的，比如函数

f(x) =

x sin(1/x), x ∈ (0, 1)

0, x = 0
(3.190)

它将零测集映为零测集，但不是有界变差函数，故不绝对连续.但是再加强一点即可.
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定理 3.13

♥
若 f ∈ C([a, b]) ∩BV ([a, b])且将零测集映为零测集，则 f ∈ AC([a, b]).

注从后面的证明可以看出，这里有界变差可以减弱为“几乎处处可导存在且可积”.
首先证明引理：

引理 3.11

♥
设 f 在 [a, b]上可测，f ′ 在 E ⊂ [a, b]上存在且有界M，则m∗(f(E)) ⩽Mm∗(E).

证明 对任意 ε > 0，考虑集合

En =

{
x ∈ E :

∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ ⩽M + ε, ∀0 < |y − x| < 1/n

}
, (3.191)

则 En ⊂ En+1 且有分解

E =

∞⋃
n=1

En. (3.192)

对每个 En，存在无交开区间 In,k 使得
∞∑
k=1

|In,k| ⩽ m∗(En) + ε, (3.193)

且可不妨设 |In,k| < 1/n（细分即可），则对任意 s, t ∈ En ∩ In,k 有

|f(s)− f(t)| ⩽ (M + ε)|s− t| ⩽ (M + ε)|In,k|, (3.194)

注意到 R中的任意集合都有

m∗(E) ⩽ diam(E) = sup
s,t∈E

|s− t|, (3.195)

因此

m∗(f(En ∩ In,k)) ⩽ diam(f(En ∩ In,k)) ⩽ (M + ε)|In,k|, (3.196)

m∗(f(En)) ⩽
∞∑
k=1

m∗(f(En ∩ In,k)) ⩽
∞∑
k=1

(M + ε)|In,k| (3.197)

⩽ (M + ε)(m∗(En) + ε) (3.198)

⩽ (M + ε)(m∗(E) + ε), (3.199)

⇒ m∗(f(E)) ⩽ (M + ε)(m∗(E) + ε), (3.200)

令 ε→ 0得证.

引理 3.12

♥

设 E ⊂ [a, b]可测，f 为可测函数且 f ′ 在 E 上存在，则（f ′ 在 E 中可测且）

m∗(f(E)) ⩽
∫
E

|f ′|. (3.201)

证明 对任意 ε > 0，定义

En = {x ∈ E : nε < |f ′(x)| ⩽ (n+ 1)ε}, (3.202)

则
⋃∞

n=1En = {f ′ 6= 0}，对 f(En)有估计

m∗(f(En)) ⩽ (n+ 1)εm(En) ⩽
∫
En

|f ′|+ εm(En), (3.203)
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因此

m∗(f(E)) ⩽
∞∑

n=1

m∗(f(En)) ⩽
∞∑

n=1

∫
En

|f ′|+ ε

∞∑
n=1

m(En) ⩽
∫
E

|f ′|+ εm(E), (3.204)

令 ε→ 0得证.
下面证明前述定理.
f ∈ BV ([a, b])说明 f ′可积且几乎处处存在，对任意内部不相交的开区间 Ik = (ak, bk)，存在分解AktBk =

Ik 使得 Bk 零测，f ′ 在 Ak 存在，因此（f 会将零测集映为零测集）

f(Ik) = f(Ak) ∪ f(Bk) ⇒ m(f(Ik)) = m(f(Ak)), (3.205)

进一步有（考虑 R上连续函数的性质）

|f(bk)− f(ak)| ⩽ m∗(f(Ik)) ⩽
∫
Ak

|f ′|, (3.206)

∞∑
k=1

|f(bk)− f(ak)| ⩽
∫
∪

Ak

|f ′|, (3.207)

根据积分的绝对连续性可知上面的求和充分小，即 f ∈ AC([a, b]).

3.4 几何上的应用

高维连续曲线可以定义为映射 f⃗(t) : [a, b] → Rd，这里 f⃗ 为连续向量值函数，并且进一步可以将一些定义作
如下推广

1. f⃗ ∈ BV ([a, b])当且仅当每个 fi ∈ BV ([a, b])，此时 Tf⃗ (a, b)即为曲线长度.
2. f⃗ ∈ AC([a, b])当且仅当每个 fi ∈ AC([a, b]).
容易证明，如此推广后的有界变差/绝对连续性依旧有一些熟悉的结论.

命题 3.4

♠

若 f⃗ ∈ BV ([a, b])，则 ∫ b

a

|f⃗ ′(t)|dt ⩽ Tf⃗ (a, b). (3.208)

证明 设 g(t) = Tf⃗ (a, t)，由于 g单调递增，故∫ b

a

g′(t)dt ⩽ g(b)− g(a) = Tf⃗ (a, b), (3.209)

并且几乎处处有

g′(t) = lim
h→0+

g(t+ h)− g(t)

h
= lim

h→0

Tf⃗ (t, t+ h)

h
⩾ lim

h→0+

|f⃗(t+ h)− f⃗(t)|
h

⩾ |f⃗ ′(t)|. (3.210)

故 ∫ b

a

|f⃗ ′(t)|dt ⩽
∫ b

a

g′(t)dt ⩽ Tf⃗ (a, b), (3.211)

得证.

命题 3.5

♠

若 f⃗ ∈ AC([a, b])，则

Tf⃗ (a, b) ⩽
∫ b

a

|f⃗ ′(t)|dt. (3.212)
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3.4 几何上的应用

证明 取分割 π : a = t0 < · · · < tm = b，则

Sπ =

m∑
i=1

|f⃗(ti)− f⃗(ti−1)| (3.213)

=

m∑
i=1

∣∣∣∣∣
∫ ti

ti−1

f ′(t)dt

∣∣∣∣∣ (3.214)

⩽
∫ b

a

|f ′(t)|dt, (3.215)

对 π取上确界得证.
上面的证明用到了高维的三角不等式，下面简单证明

引理 3.13

♥

设 g : [a, b] → Rd 可积，则 ∣∣∣∣∣
∫ b

a

g(t)dt

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ b

a

|g(t)|dt. (3.216)

证明 ∣∣∣∣∣
∫ b

a

g(t)dt

∣∣∣∣∣ = 〈
∫ b

a

g(t)dt,

∫ b

a

g(s)ds〉 (3.217)

=

∫ b

a

∫ b

a

〈g(t), g(s)〉dtds (3.218)

⩽
∫ b

a

∫ b

a

|g(t)| |g(s)|dtds (3.219)

=

(∫ b

a

|g(t)|dt

)2

, (3.220)

得证.
因此当 f⃗ ∈ BV ([a, b])时，称曲线可求长，此时 Tf⃗ (a, b)就是它的长度，特别当 f⃗ ∈ AC([a, b])时，可以利

用熟悉的方法（微分）计算曲线长，即

L = Tf⃗ (a, b) =

∫ b

a

|f⃗ ′(t)|dt. (3.221)

除了常见的参数化，曲线还有另一种参数化方法，即定义

s(t) = Tf⃗ (a, t), t ∈ [a, b], (3.222)

则 0 ⩽ s(t) ⩽ Tf⃗ (a, b)，这表示曲线的长度，称为弧长参数化.若设 g(s) = f⃗(t)，则

Tg⃗(0, s) = s, (3.223)

因此对任意 0 ⩽ s < t ⩽ L有

|g(t)− g(s)| ⩽ Tg(s, t) = t− s, (3.224)

即 g满足 Lipschitz条件，说明 g ∈ AC([0, s])且几乎处处有 |g′(s)| = 1.

62



3.4 几何上的应用

Minkovski容度

定义 3.15

♣

设K ⊂ R2 为紧集，定义开集Kδ = {x : d(x,K) < δ}，定义

M(K) = lim
δ→0+

m(Kδ)

2δ
, (3.225)

若该极限存在则称之为K 的Minkovski容度.

注当K 为曲线时，Minkovski容度可以看作用K 附近的细管道Kδ 逼近K 的过程.
对应地，也可以考虑上下极限

M∗(K) = lim sup
δ→0+

m(Kδ)

2δ
, M∗(K) = lim inf

δ→0+

m(Kδ)

2δ
, (3.226)

当二者相等时恰好等于M(K).
例 3.11若K = {(0, 0)}时，Kδ = Bδ(0)，即m(Kδ) = πδ2，此时

M(K) = lim
δ→0+

m(Kδ)

2δ
= 0. (3.227)

例 3.12若K = [0, 1]× [0, 1]，则m(Kδ) = 2δ + πδ2，此时

M(K) = lim
δ→0+

m(Kδ)

2δ
= 1. (3.228)

例 3.13若K = B1(0)，则Kδ = B1+δ(0),m(Kδ) = π(1 + δ)2，即M(K) = +∞.
从上面的例子可以看出，Minkovski容度有时可以刻画平面集合的维数，不过下面我们主要着眼于曲线的情

形.

定义 3.16 (简单曲线)

♣
设 Γ = {f⃗(t) : t ∈ [a, b]}，称 f⃗ 为简单曲线，若 f⃗（除端点外）是单射.

命题 3.6

♠
设 Γ = {f⃗(t) : t ∈ [a, b]}为简单可求长曲线，长度为 L，若M∗(Γ) <∞，则M∗(Γ) ⩾ L.

注事实上，如果曲线仅有有限处自交，则它可以分解为不相交的部分，因此命题也成立.
证明 Step 1.证明m(Γδ) ⩾ 2δ|f⃗(b)− f⃗(a)|.
通过一些平移 +旋转，可以不妨设 f⃗(a) = (0, 0), f⃗(b) = (z, 0)，则此时 z = |f⃗(b)− f⃗(a)|.任取 t ∈ [0, z]，存

在竖直直线 lt = {(t, s) : s ∈ R}，根据曲线的连续性可断言 Γ ∩ lt 6= ∅.
设 (t, ξ) ∈ Γ ∩ lt，则当 |s− ξ| < δ时 (t, s) ∈ Γδ，即区间 (ξ − δ, ξ + δ) ⊂ (Γδ)t，说明m((Γδ)t) ⩾ 2δ，根据

Fubini定理可得

m(Γδ) ⩾
∫ z

0

m((Γδ)t)dt ⩾ 2δz = 2δ|f⃗(b)− f⃗(a)|. (3.229)

Step 2.考虑分割 π : a = t0 < · · · < tm = b，则对任意 ε > 0，其中每一段都存在 [ai, bi] ⊂ (ti−1, ti)使得∑
i

|f⃗(bi)− f⃗(ai)| ⩾
∑
i

|f⃗(ti)− f⃗(ti−1)| − ε, (3.230)

定义 Γi = {f⃗(t) : t ∈ [ai, bi]}，则所有的 Γi 互不相交，因此当 δ充分小时所有的 {Γδ
i }互不相交，进而

m(Γδ) ⩾
∑
i

m(Γδ
i ) ⩾ 2δ

∑
i

|f⃗(bi)− f⃗(ai)| ⩾ 2δ

(∑
i

|f⃗(ti)− f⃗(ti−1)| − ε

)
, (3.231)

因此

lim inf
δ→0+

m(Γδ)

2δ
⩾
∑
i

|f⃗(ti)− f⃗(ti−1)| − ε, (3.232)
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对 π取上确界，令 ε→ 0得证.

命题 3.7

♠
设 Γ = {f⃗(t) : t ∈ [a, b]}为简单可求长曲线，长度为 L，则M∗(Γ) ⩽ L.

证明 可以不妨设 f⃗ 为弧长参数化，则不妨设 a = 0, b = L，并且

|f⃗ ′(t)| = 1, a.e., |f⃗(s)− f⃗(t)| ⩽ |s− t|. (3.233)

Step 1.断言：对任意 ε > 0，存在集合 Eε ⊂ [0.L]使得m(Eε) < ε，并且存在 rε > 0使得对任意 t ∈ Ec
ε 有

sup
0<|h|<rε

∣∣∣∣∣ f⃗(t+ h)− f⃗(t)

h
− f⃗ ′(t)

∣∣∣∣∣ < ε. (3.234)

定义

Fn(t) = sup
0<|h|<1/n

∣∣∣∣∣ f⃗(t+ h)− f⃗(t)

h
− f⃗ ′(t)

∣∣∣∣∣ , (3.235)

则 Fn(t) → 0, a.e.，由 Egorov定理，存在 Eε : m(Eε) < ε使得在 Ec
ε 中有 Fn(t) ⇒ 0，因此存在满足要求

的 rε.取 ρ < rε，将 [0, L]分割为几乎不相交的小区间 I1, · · · , IN 使得 |Ik| = ρ（可以选出足够好的 ρ使得恰好
等分），并且若 Ik ⊂ Eε 则称 Ik 为坏区间（反之称为好区间）.设 Γi = {f⃗(t) : t ∈ Ii}，则 Γ ⊂

⋃
i Γi，即

Γδ ⊂
⋃

Γδ
i ⇒ m(Γδ) ⩽ m(

⋃
i

Γδ
i ). (3.236)

Step 2.若 Ii 是坏区间，则对任意 s, t ∈ Ii 有

|f⃗(s)− f⃗(t)| ⩽ |s− t| ⩽ |Ii| = ρ⇒ Γi ⊂ Bρ(z) ⇒ Γδ
i ⊂ Bρ+δ(z), (3.237)

即有m(Γδ
i ) ⩽ C(ρ+ δ)2 ⩽ C(ρ2 + δ2)，并且坏区间至多有 ε/ρ个，因此

m(
⋃

Ii⊂Eε

Γδ
i ) ⩽ C(ρ2 + δ2)

ε

ρ
= O(ε(ρ+

δ2

ρ
)). (3.238)

Step 3.若 Ii = [ai, bi]为好区间，则存在 t0 ∈ [ai, bi]使得 t0 /∈ Eε，根据断言有

sup
|h|<rε

|f⃗(t0 + h)− f⃗(t0)− hf⃗(t0)| < ε|h|, (3.239)

并且 Γi = {f⃗(t0 + h) : h ∈ [ai − t0, bi − t0]}，0 ∈ [ai − t0, bi − t0]说明 |h| ⩽ bi − ai = |Ii| = ρ，通过平移、
旋转，可令 f⃗(t0) = (0, 0), f⃗ ′(t0) = (1, 0)，因此对任意 h ∈ [ai − t0, bi − t0]有

|f⃗(t0 + h)− (h, 0)| < ε|h| ⩽ ερ, (3.240)

这实际上说明 f⃗(t0 + h)的 x坐标在 h± ερ内，y坐标在 ±ερ内，因此可用长方形覆盖：

Γi ⊂ [ai − t0 − ερ, bi − t0 + ερ]× [−ερ, ερ] (3.241)

⇒Γδ
i ⊂ [ai − t0 − ερ− δ, bi − t0 + ερ+ δ]× [−ερ− δ, ερ+ δ] (3.242)

即得

m(Γδ
i ) ⩽ (bi − ai + 2ερ+ 2δ)(2ερ+ 2δ) (3.243)

= (ρ+ 2ερ+ 2δ)(2ερ+ 2δ) (3.244)

= 2ρδ +O(ερ2 + ερδ + δ2) (3.245)

= 2ρδ +O(ερ2 + δ2). (3.246)

而所有好区间的个数不超过 L/ρ，因此

m(
⋃

Ii ̸⊂Eε

Γδ
i ) ⩽

L

ρ
(2ρδ +O(ερ2 + δ2)) (3.247)

= 2Lδ +O(ερ+
δ2

ρ
), (3.248)
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Step 4.综上可得

m(Γδ) ⩽ m(
⋃

Ii⊂Eε

Γδ
i ) +m(

⋃
Ii ̸⊂Eε

Γδ
i ) (3.249)

= O(ερ+
εδ2

ρ
) + 2Lδ +O(ερ+

δ2

ρ
) (3.250)

= 2Lδ +O(ερ+
δ2

ρ
), (3.251)

m(Γδ)

2δ
⩽ L+O(

ερ

δ
+
δ

ρ
), (3.252)

取 ρ = δ/ε1/2，则 O( ερδ + δ
ρ ) = O(ε1/2)，因此

M∗(L) = lim sup
δ→0+

m(Γδ)

2δ
⩽ L+O(ε1/2), (3.253)

令 ε→ 0得证.
根据上面两个命题可得

推论 3.11

♥
设 Γ = {f⃗(t) : t ∈ [a, b]}为简单可求长曲线，长度为 L，则M(Γ) = L.

等周不等式

定理 3.14 (等周不等式)

♥

对于有界开区域 Ω ⊂ R2，其边界 Γ = ∂Ω为简单可求长曲线，长度固定为 L，则

m(Ω) ⩽ L2

4π
. (3.254)

证明 定义

Ω+(δ) = Ω
δ
, Ω−(δ) = {x ∈ Ω : d(x,Ωc) ⩾ δ}, (3.255)

则 Ω+(δ) = Ω−(δ) t Γδ，考虑 Bδ(0)，则

Ω+Bδ(0) ⊂ Ω+(δ), Ω−(δ) +Bδ(0) ⊂ Ω, (3.256)

这里 A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.由 Brumn-Minkovski不等式可得

m(Ω+(δ)) ⩾ [m(Ω)1/2 +m(Bδ(0))]
2 (3.257)

⩾ m(Ω) + 2m(Ω)1/2m(Bδ(0))
1/2 (3.258)

= m(Ω) + 2π1/2δ1/2m(Ω)1/2, (3.259)

同理可得

m(Ω) ⩾ m(Ω−(δ)) + 2π1/2δ1/2m(Ω−(δ))
1/2, (3.260)

相减可得

m(Γδ) = m(Ω+(δ))−m(Ω−(δ)) ⩾ 2π1/2δ[m(Ω)1/2 +m(Ω−(δ))
1/2], (3.261)

因此

M(Γ) = lim
δ→0

m(Γδ)

2δ
⩾ π1/2 lim

δ→0
[m(Ω)1/2 +m(Ω−(δ))

1/2] = 2π1/2m(Ω)1/2, (3.262)

平方得证.
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